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   შ ე ს ა ვ ა ლ ი 

1. თემის აქტუალობა 

ბინარულ მიმართებათა თეორიის განვითარება დაიწყო მათემატიკური 

ლოგიკის , როგორც მათემატიკის ერთ-ერთი დარგის აღმოცენებასთან ერთად და იგი 

ემსახურებოდა მის განვითარებას. ბინარულ მიმართებათა თეორიის საწყისი 

საფუძვლების განვითარებაში დიდი წვლილი მიუძღვის დე მორგანს , პირსს და 

ფრეგეს .შემდგომში ბინარულ მიმართებათა თეორის განვითარებაში დიდი როლი 

ითამაშა ფრანგმა მათემატიკოსმა რიგემ , მან ბინარულ მიმართებათა თეორია 

გამოიყენა დალაგებულ სიმრავლეთა შესასწავლად . ამჟამად ბინარული მიმართებები 

დიდ გამოყენებას პოულობს მათემატიკურ ლინგვისტიკაში, ბიოლოგიასა და 

მათემატიკის სხვა მრავალ დარგში, აგრეთვე ავტომატთა თეორიაში. 

აღსანიშნავია ის ფაქტი, რომ ბინარულ მიმართებათ თეორია და მესერთა 

თეორია ერთმანეთთან მჭიდროდ დაკავშირებული თეორიებია. გამომდინარე აქედან 

ამ თეორიათა პრობლემები შეიძლება გადაწყვეტილი იქნას მათი ერთმანეთთან 

მჭიდრო ურთიერთ კავშირის გათვალისწინებით. 

ბინარულ მიმართებათა თეორია მნიშვნელოვან როლს თამაშობს ალგებრის იმ 

დარგში რომელსც ნაწილობრივ ასახვათა თეორიას უწოდებენ. უკანასკნელი 

თეორიის შესწავლამ პირველად ვაგნერი მიიყვანა ბინარულ მიმართებათა 

ნახევარჯგუფის ცნებამდე.  

ნახევარჯგუფთა თეორიაში ცნობილია რომ ნებისმიერი ნახევარჯგუფი , 

რომელიმე სიმრავლეზე განსაზღრული ყველა ბინარულ მიმართებათა 

ნახევარჯგუფის რომელიმე ქვენახევარჯგუფის იზომორფულია. გამომდინარე აქედან 

გამართლებულია ყველა ბინარულ მიართებათა ნახევარჯგუფის რომმელიმე 

ქვენახევარჯგუფის შესწავლა, რადგანაც ამ შემთხვევაში ფაქტიურად ხდება ბუნებაში 

არსებული ნახევარჯგუფების შესწავლა. ამ ნახევარჯგუფების შესწავლის  ამოცანა 

განსაკუთრებით საინტერესო ხდება როცა შეისწავლება არა ცალკეული 

ნახევარჯგუფები, არამედ ბინარულ მიმართებათა ნახევარჯგუფის რაღაც კლასი. ჩვენ 
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განვიხილავთ ბინარულ მიმართებათა ნახევარჯგუფების ისეთ კლასებს , რომლებიც 

განისაზღვრებიან გაერთიანების სრული X − ნახევარმესერთა რაღაც კლასით. 

ამ მეთოდით ბინარულ მიმართებათა ნახევარჯგუფებისა და მათი ზოგიერთი 

მნიშვნელოვანი კლასების სისტემატური შესწავლა  პირველად გამოყენებული იქნა 

იაშა დიასამიძის მიერ თავის სადისერტაციო ნაშრომში (იხ. მონოგრაფია [1]). ეს არის 

ახალი მიმართულება, რომელსაც წარმოდგენილი მონოგრაფია ეძღვნება. ჩვენ 

შეგვიძლია აღვწეროთ ეს რამოდენიმე სიტყვით შემდეგნაირად. 

ვთქვათ  ( ),n X mΣ  არის m  სიმძლავრის მქონე ყველა გაერთიანებათა სრული X −

ნახევარმესერების კლასი. 1 2, ,..., nD D D  ისეთი ელემენტებია ( ),Σ X m  კლასიდან, 

რომელთაგან არცერთი ორი ერთმანეთის იზომორფული არ არის. საზოგადოდ 

( ),Σs X m  სიმბოლოთი აღინიშნება ( ),Σ X m  კლასის ქვეკლასი, რომლის ყოველი 

ელემენტი იზომორფულია ფიქსირებული sD ( )1≤ ≤s n  გაერთიანებათა სრული X −

ნახევარმესერისა.  

ასევე ცნობილია, რომ თუ D∅∈ . თუ ( )1XB D  და ( )2XB D  ნახევარჯგუფები, 

რომლებიც განსაზღვრული არიან 1D  და 2D  გაერთიანებათა სრული X −

ნახევარმესერებით, ერთმანეთის იზომორფულია, მაშინ ასევე იზომორფული 

იქნებიან 1D  და 2D  ნახევარმესერები, როგორც ნაწილობრივ დალაგებული 

სიმრავლეები თეორიულ-სიმრავლური ჩართვის მიმართ. აქედან გამომდინარეობს, 

რომ  ნახევარჯგუფთა კლასი რომლებიც განსაზღვრული არიან ( ),Σs X m  კლასის 

ნახევარმესერებით ჩაკეტილი არიან მათი იზომორფული სახეების მიმართ. მათი 

აბსტრაქტული თვისებები (ე.ი. ნახევარჯგუფთა ისეთი თვისებები, რომლებიც 

შეინახებიან მათი იზომორფიზმების დროს) ძირითადად განისაზღვრებიან D  

ნახევარმესერის თვისებებით. აქედან გამომდინარე ნახევარჯგუფებისა და ნახევარ-

ჯგუფთა კლასების შესწავლის აღნიშნული მეთოდი საკმაოდ პერსპექტიული და 

ეფექტურია. 
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2. ნაშრომის მიზნები და ამოცანები 

ნაშრომის მიზანი და კვლევის საგანი. სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი 

მიზანია იმ ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების აბსტრაქტული 

თვისებების შესწავლა, რომლებიც განსაზღვრული არიან ( )3 ,8XΣ  კლასის 

გაერთიანებათა სრული X −  ნახევარმესერებით. 

კვლევის საგანია როგორც ( )3 ,8XΣ  კლასის გაერთიანებათა სრული X −  

ნახევარმესერები, ისე ამ ნახევარმესერებით განსაზღვრული ყველა ბინარულ 

მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფები, რადგანაც მოცემული ნახევარმესერები, 

როგორც გამოკვლევები გვიჩვენებენ, ატარებენ მნიშვნელოვან ინფორმაციას იმ 

ბინარულ მიმართებათა  სრული ნახევარჯგუფების შესახებ, რომლებსაც ისინი 

განსაზღვრავენ. 

მეცნიერული სიახლე და ძირითადი შედეგები. ნაშრომში პირველად განიხილება 

ბინარულ მიმართებათა იმ სრული ( )XB D  ნახევარჯგუფის კლასები, რომლებიც 

განსაზღვრულია ( )3 ,8XΣ  კლასის ნახევარმესერებით. ნახევარჯგუფთა კლასისა და 

ამ კლასის თითოეული ელემენტის შესწავლა ხდება გაერთიანების სრულ X -

ნახევარმესერის თვისებებზე დაყრდნობით. ნაშრომში მიღებული შედეგები 

საშუალებას გვაძლევს ამ ნახევარჯგუფის განმსაზღვრელი ნახევარმესერს 

დიაგრამაზე დაყრდნობით ვილაპარაკოთ მოცემული ნახევარჯგუფის 

დამახასიათებელ მრავალ თვისებაზე, კერძოდ გააჩნიათ თუ არა მარჯვენა 

ერთეულები, როგორი სახე ექნება მათ იდემპოტენტურ ელემენტებს, მაქსიმალურ 

ქვეჯგუფებს, რეგულარულ ელემენტებს და კიდევ სხვა მრავალ ფაქტზე. 

ნაშროში აღწერილია ( )3 ,8XΣ  კლასის ყველა ქვენახევარმესერები და 

გამოყოფილია მათგან XI − ქვენახევარმესერები. როცა X  სასრული სიმრავლეა, 

გამოყვანილია ( )3 ,8XΣ  კლასში ნახევარმესერების რაოდენობის დათვლის 

ფორმულები. 

აღწერილია ( )3 ,8XΣ  კლასის ყოველი D  ნახევარმესერით განსაზღვრული ( )XB D

ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტები და რეგულარული ელემენტები  როცა 

X  სასრული სიმრავლეა, გამოყვანილია რაოდენობის დათვლის ფორმულები. 
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აგრეთვე აღწერილია ( )3 ,8XΣ  კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ( )XB D

ნახევარჯგუფის მაქსიმალური ქვეჯგუფები.  

კვლევის ზოგადი მეთოდიკა. როგორც ცნობილია ნახევარჯგუფის 

იდემპოტენტური ელემენტები, ცალმხრივი ერთეულები, რეგულარული 

ელემენტები, მაქსიმალური ქვეჯგუფები მნიშვნელოვან როლს ასრულებენ 

ნახევარჯგუფთა აბსტრაქტული თვისებების შესწავლაში.  გამომდინარე აქედან, 

ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების კლასების შესწავლისას დიდი 

ყურადღება ექცევა ნახევარჯგუფში ზემოთ ჩამოთვლილი საკითხების შესწავლას. 

სადისერტაციო ნაშრომში ნახევარჯგუფთა თვისებების შესწავლა ხდება 

ნახევარმესერთა თვისებების საშუალებით. ბინარულ მიმართებათა სრული 

ნახევარჯგუფების აბსტრაქტული თვისებების მნიშვნელოვანი ნაწილი ძირითადად 

განისაზღვრება იმ გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერებით, რომლებიც 

განსაზღვრავენ მოცემული კლასის ელემენტებს. ნაშრომში გამოიყენება მესერთა 

თეორიის, ნახევარჯგუფთა თეორიის, სიმრავლეთა თეორიის და კომბინატორიკის 

ზოგადი მეთოდი. 

 დისერტაციის სტრუქტურა და მოცულობა. სადისერტაციო ნაშრომი შედგება 

შესავლის   8   პარაგრაფისა და 3  დანართისაგან. ნაშრომის საერთო მოცულობა არის 

კომპიუტერით დაკაბადონებული 251 გვერდი. 
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1. ძირითადი აღნიშვნები, განმარტებები და თეორემები 

ვთქვათ X  რაღაც არაცარიელი სიმრავლეა, ხოლო D  არის გაერთიანებათა X −  

ნახევარმესერი, ე.ი.,  D  არის X   სიმრავლის ქვესიმრავლეთა ისეთი არაცარიელი 

სიმრავლე, რომელიც ჩაკეტილია მისი ელემენტების თეორიულ-სიმრავლური 

გაერთიანების ოპერაციის მიმართ, f  არის რაღაც ასახვა X -დან D -ში. ყოველ ასეთ 

f ასახვას შევუსაბამოთ fα  ბინარული მიმართება X  სიმრავლეზე, რომელიც 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას:  

{ } ( )( )f
x X

x f xα
∈

= ×∪ . 

ყველა ასეთი 
fα ( ):f X D→  ბინარული მიმართებების სიმრავლე აღვნიშნოთ

( )XB D  სიმბოლოთი. ადვილი შესამოწმებელია, რომ ( )XB D  არის ნახევარჯგუფი 

ბინარულ მიმართებათა გამრავლების ოპერაციის მიმართ და მას ეწოდება ბინარულ 

მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფი განსაზღვრული D  გაერთიანებათა სრული X −

ნახევარმესერებით.  

∅  სიმბოლოთი აღვნიშნოთ ცარიელი ბინარული მიმართება ან X  სიმრავლის 

ცარიელი ქვესიმრავლე. ( ),x y α∈ ჩანაწერს შემდგომში ჩავწერთ შემდეგი ფორმით 

x yα .  

ვთქვათ ( ) ( ), ,  ,  ,  ,  Xx y X Y X B D T D D Dα ′∈ ⊆ ∈ ∈ ∅ ≠ ⊆ , 
Y D

t D Y
∈

∈ =
⌣
∪  ( D

⌣
არის D  

სიმრავლის უდიდესი ელემენტი).  შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები:  

{ } ( ) { }

{ } { }

| ,  ,  , | ,   

| , | ,  

y Y

t

y x X y x Y y V D Y Y D

X T T X D Z D t Z

α α α α α α
∈

∗

= ∈ = = ∈

′ ′ ′ ′= ∅ ≠ ⊆ = ∈ ∈

∪

{ }
{ } ( ) ( )

 { | },  | ,  

 | ,   , \ .

T T

T T

Y x X x T D Z D T Z

D Z D Z T l D T D D

α α ′ ′ ′ ′= ∈ = = ∈ ⊆

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∈ ⊆ = ∪ɺɺ
 

( ), tD D∧ სიმბოლოთი აღვნიშნოთ tD  სიმრავლის ქვედა საზღვრების სიმრავლე D

ნახევარმესერში. 

განმარტება1.1.ვთქვათ ( )XB Dε ∈ . თუ ε ε ε=� , მაშინ ε ეწოდება ( )XB D  

ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი  (იხ.[13],თეორემა 11.5.1). 
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განმარტება 1.2α ელემენტს აღებული ( )XB D  ნახევარჯგუფიდან ეწოდება ( )XB D  

ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი, თუ მოიძებნება ( )XB D  ნახევარჯგუფის 

ისეთი β  ელემენტი, რომ α β α α=� � . (იხ.[13],განმარტება 6.3.1.). 

განმარტება 1.3. თუ D  გაერთიანებათა ისეთი სრული X − ნახევარმესერია, 

რომელიც ერთდროულად აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

)a ( ), tD D D∧ ∈  ყოველი t D∈
⌣

; 

)b ( ), t

t Z

Z D D
∈

= ∧∪ , ნებისმიერი არაცარიელი Z D∈  ელემენტისათვის,  

მაშინ D − ს გაერთიანებათა სრული XI − ნახევარმესერი ეწოდება  

(იხ.[13],განმარტება 1.14.2). 

განმარტება 1.4.ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერია, ( )XB Dα∈  

და { }|TY x X x Tα α= ∈ = . თუ 

( , ),   ,

[ ] ( , ),   ( , ),

( , ) { },   ( , )  ,

V X D

V V X V X

V X V X D

α

α α α

α α

∗

∗ ∗

∗ ∗

 ∅∉


= ∅∈
 ∪ ∅ ∅∉ ∅∈

Tu

Tu 

Tu da

 

მაშინ ცხადია, რომ ( )XB D  ნახევარჯგუფის ნებისმიერი α  ბინარული მიმართება 

შეიძლება წარმოვადგინოთ ფორმით 

[ ]

( )T

T V

Y Tα

α

α
∈

= ×∪  

შემდგომში α  ბინარული მიმართების ასეთ სახით წარმოდგენას 

კვაზინორმალურს უწოდებენ. 

შევნიშნოთ, რომ α  ბინარული მიმართების კვაზინორმალური წარმოდგენის 

დროს არაა სავალდებულო ნებისმიერი [ ]T V α∈ − სათვის TY α  განსხვავებული იყოს 

ცარიელი სიმრავლისაგან. მაგრამ ასეთი წარმოდგენისას ყოველთვის სრულდება 

პირობები:  

a) T TY Yα α
′∩ =∅ , ნებისმიერი ,T T D′∈ დაT T ′≠ ; 

b)
[ ]

T

T V

X Y α

α∈

= ∪
 

(იხ. [13] განმარტება 1.11.1). 
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განმარტება 1.5. ვიტყვით, რომ არაცრიელ T  სიმრავლეს ეწოდება D′  სიმრავლის 

არაზღვარითი ელემენტი, თუ ( )\ ,T l D T′ ≠ ∅  და ზღვარითი ელემენტი თუ

( )\ ,T l D T′ = ∅ . (იხ. [13],განმარტება  1.13.1;  განმარტება 1.13.2.). 

განმარტება 1.6. რომელიმე  ϕ  ასახვას გაერთიანებათა სრულ X − ნახევარმესერებს 

D′  და  D′′  შორის ეწოდება სრული იზომორფიზმი, თუ სამართლიანია შემდეგი 

ტოლობა 

( ) ( )
1

1

T D

D Tϕ ϕ
′∈

′= ∪  

D′  ნახევარმესერის ნებისმიერი არაცარიელი 1D  ქვესიმრავლისთვის 

განმარტება 1.7. ვთქვათ ( )XB Dα ∈  იტყვიან, რომ ϕ  სრული იზომორფიზმი Q  და 

D′ ( ),Q D D′ ⊆  გაერთიანებათა სრულ X − ნახევარმესერებს შორის არის სრული α −

იზომორფიზმი, თუ იგი აკმაყოფილებს შემდეგ ორ პირობას: 

)a ( ),Q V D α= ; 

   
)b ( )ϕ ∅ =∅თუ ( ),V D α∅∈

 
და ( )T Tϕ α =

  
ნებისმიერი ( ),T V D α∈  

განმარტება 1.8.  ვთქვათ ( )XB Dε ∈  თუ α ε α=�  ნებისმიერი ( )XB Dα ∈ , მაშიმ ε  

ეწოდება ( )XB D
 
ნახევარჯგუფის მარჯვენა ერთეული. 

განმარტება 1.9 ვთქვათ i XIQϑ
 
სიმბოლოთი აღვნიშნულია ( ),XI X D′∑  სიმრავლეზე 

განსაზღვრული XIϑ  ექვივალენტობის ის კლასი, რომლის ყოველი ელემენტი 

( ) 1,2,3,...,16iQ i =  გაერთიანებათა X − ნახევარმესერის იზომორფულია (იხ. 

განმარტება 2.1.6)  და 

( ) ( )
i XI

i

D Q

R Q R D
ϑ

∗

′∈

′= ∪  

სადაც 1,2,...,16i = . 

შევნიშნოთ, რომ რადგან ( ) XIQ QϑΩ = , ამიტომ ( )R D′  სიმრავლე შეიძლება ასეც 

განიმარტოს, კერძოდ, თუ XID Qϑ′∈ , მაშინ ( )R D′  არის ( )XB D  ნახევარჯგუფის ყველა 

იმ რეგულარული α  ელემენტების სიმრავლე, რომელთათვისაც Q  და D′  

ერთმანეთის α −იზომორფულია და ( ),V D Dα ′=  
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თეორემა1.1. ვთქვათ X  სასრული სიმრავლეა, δ  და q  სიმბოლოებით შესაბამისად 

აღნიშნულია D  ნახევარმესერის ყველა ბაზისურ წყაროთა რიცხვი და D  

ნახევარმესერის ყველა ავტომორფიზმთა რიცხვი. თუ X n δ= ≥ და ( ),n X m sΣ = , 

მაშინ  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
1

1

1 ! !1

1 ! 1 !

p i p npm
m p

p i

C C p i
s

q i p i

δ δ
δ

δ

δ δ+ + −+
−

= =

  − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
  = ⋅

 − ⋅ − +   
∑ ∑ , 

სადაც 
( )

!

! !

k

j

j
C

k j k
=

⋅ −
(იხ. [1], თეორემა 11.5.1). 

თეორემა1.2. ვთქვათ D არის გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერი. მაშინ

( )XB D ნახევარჯგუფი შეიცავს მარჯვენა ერთეულს მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა D  

არის გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. (იხ.[13],თეორემა 6.1.3). 

თეორემა 1.3ვთქვათ D  სასრული გაერთიანებათა  X − ნახევარმესერია; ( )XB Dα ∈

( )D α  არის ( ) { }, \Q V D α= ∅  ნახევარმესერის ყველა იმ T  ელემენტების სიმრავლე, 

რომლებიც არაზღვარითია TQɺɺ ( )T Q∈  სიმრავლეში და ( )
( ),

T

T V D

Y Tα

α

α
∈

= ×∪  არის α  

ბინარული მიმართების კვაზინორმალური წარმოდგენა. ასეთ შემთხვევაში α  

ბინარული მიმართება იქნება ( )XB D  ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა ( ),V D α  გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერია და 

რომელიღაც ϕ  სრული α − იზომორფიზმისათვის ( ),V D α  და D′ ( )D D′ ⊆  

ნახევარმესერებს შორის სრულდება შემდეგი პირობები: 

)a

( )
( )

T

T

T D

Y Tα

α

ϕ′
′∈

⊇
ɺɺ
∪  ყოველი ( )T D α∈ სათვის; 

)b ( )TY Tα ϕ∩ ≠∅  ყოველი  არაზღვარითი ( )
T

T D α∈ −ɺɺ სათვის  

თეორემა 1.4. ვთქვათ DR არის ( )XB D  ნახევარჯგუფის ყველა რეგულარული 

ელემენტების სიმრავლე, მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები: 

a) ( ) ( )R D R D′ ′′∩ =∅ნებისმიერი ( ), XID D D′ ′′∈Σ და D D′ ′′≠ ; 

b) ( )
( )XI

D

D D

R R D
′∈Σ

′= ∪ ; 
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c)თუ X არის სასრული სიმრავლე, მაშინ ( )
( )XI

D

D D

R R D
′∈Σ

′= ∑
 

(იხ.[13],თეორემა 6.3.6). 

თეორემა 1.5. ( )XB D  ნახევარჯგუფის α რეგულარული ელემენტი არის ამავე 

ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემეტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც ϕ

ასახვა რომელიც განმარტებულია პირობით ( )T Tϕ α= ნებისმიერი ( ),T V Dα∈ -თვის 

არის ( ),V D α ნახევარმესერის იგივური ასახვა.  (იხ. [13],თეორემა  6.3.4). 

 თეორემა 1.6. ვთქვათ X  სასრული სიმრავლეა და ( )D α არის ( ) { }, \Q V D α= ∅  

ნახევარმესერის ისეთი T  ელემენტების სიმრავლე, რომლებიც TQɺɺ  სიმრავლის 

არაზღვარითი ელემენტებია. α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( )
( ),

T

T V D

Y Tα

α

α
∈

= ×∪ , არის მოცემული ნახევარჯგუფის 

იდემპოტენტური ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა   

)a ( ),V D α არის გაერთიანებათა სრული XI − ნახევარმესერი; 

)b
( )

T

T

T D

Y Tα

α
′

′∈

⊇
ɺɺ
∪ ნებისმიერი ( )T D α∈ ; 

)c
TY Tα ∩ ≠ ∅ ნებისმიერი არაზღვარითიT ემელენტისათვის ( )

T
D αɺɺ  სიმრავლიდან 

თეორემა1.7.ვთქვათ D , ( )DΣ , 
( ) ( )r

XE D′ და I  სიმრავლეები შესაბამისად არიან 

გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერი, მოცემული D  ნახევარმესერის ყველა 

XI − ქვენახევარმესერების სიმრავლე, ( ) ( )( ) XB D D D′ ′∈∑  ნახევარჯგუფის ყველა 

მარჯვენა ერთეულების სიმრავლე და  ( )XB D  ნახევარჯგუფის ყველა 

იდემპოტენტური ელემენტების სიმრავლე.  მაშინ შემდეგი პირობები არის 

სამართლიანი: 

a)თუ D∅∈ და ( ) ( ){ }|D D D D∅ ′ ′Σ = ∈Σ ∅∈ , მაშინ  

1) ( ) ( )( ) ( )r r

X XE D E D′ ′′∩ =∅ ნებისმიერი D D′ ′′≠  ელემენტებისათვის ( )D∅Σ სიმრავლიდან . 

2) ( )
( )

( )r

X

D D

I E D

∅′∈Σ

′= ∪ ;  



13 

 

3)თუ X სასრულო  სიმრავლეა, მაშინ ( )
( )

( )| | r

X

D D

I E D
∅′∈Σ

′= ∑  

)b   if D∅∉ ,  მაშინ 

)1 ( ) ( ) ( ) ( )r r

X XE D E D′ ′′∩ =∅ნებისმიერი D D′ ′′≠  ელემენტებისათვის ( )DΣ  სიმრავლიდან; 

)2
( ) ( )

( )

r

X

D D

I E D
′∈Σ

′= ∪ ; 

)3 თუ X სასრული სიმრავლე, მაშინ
( ) ( )

( )

r

X

D D

I E D
′∈Σ

′= ∑  

 

თეორემა1.8. ( )XB Dα ∈ ბინარული მიმართება მაშინ და მხოლოდ მაშინ არის 

მოცემული ნახევარჯგუფის მარჯვენა ერთეული, როცა α  იდემპოტენტია და 

( ),D V D α=
 
(იხ.[13], თეორემა 4.1.3). 

თეორემა1.9.ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერია. ( )XB D  

ნახევარჯგუფი მაშინ და მხოლოდ მაშინ შეიცავს მარჯვენა ერთეულს, როცა D  არის 

XI −ნახევარმესერი. 

ლემა 1.1. . ვთქვათ { }= 1 2, ,..., kY y y y და { }1 ,...,j jD T T= რაღაც სიმრავლეებია, სადაც ≥k 1 და

≥j 1 . მაშინ Y  სიმრავლის ყველა შესაძლო ასახვათა  ( ),s k j  რიცხვი jD  სიმრავლის 

ისეთ ′
jD  ქვესიმრავლეზე, რომ ′∈j jT D , შეიძლება გამოვთვალოთ შემდეგი ფორმულით

= − −k ks k j j j( , ) ( 1)  (იხ.([3], შედეგი 1.18.1). 

ლემა 1.2. ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერია. თუ ε  

ბინარული მიმართება წარმოდგენილი შემდეგი სახით

{ } ( )( ) ( )( ), \t

t D

t D D X D Dε
∈

= ×∧ ∪ ×
⌣

⌣ ⌣
∪ არის ( )XB D  ნახევარჯგუფის მარჯვენა ერთეული, 

მაშინ ε  არის უდიდესი მარჯვენა ერთეული მოცემული ნახევარჯგუფის (იხ.[13], 

ლემა 12.1.2). 

 ლემა 1.3. ვთქვათ { }1 2, ,...j jD T T T= , X დაY −ისეთი სიმრავლეებია, რომ Y X∅ ≠ ⊆ . 

თუ f  არის ისეთი ასახვა X  სიმრავლისა jD  სიმრავლეში,  რომ ( ) jf y T= რომელიღაც

y Y∈ ,  მაშინ ასეთი f ასახვების s  რიცხვი  გამოითვლება ფორმულით

( )( )\
1

YX Y Y
s j j j= ⋅ − −  
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თეორემა  1.10. ვთქვათ { }1 2 1, , ,..., mD D Z Z Z −=
⌣

გაერთიანებათა რომელიღაც  სრული 

X − ნახევარმესერია, ხოლო ( ) { }0 1 2 1
, , ,...,

m
C D P P P P −= არის X სიმრავლის წყვილ- 

წყვილად თანაუკვეთ ქვესიმრავლეთა რაღაც ოჯახი. თუϕ არის D ნახევარმესერის

( )C D სიმრავლეთა ოჯახზე ასახვა, რომელიც აკმაყოფილებს პირობებს ( ) 0D Pϕ =
⌣

და 

( )i i
Z Pϕ = ნებისმიერი 1, 2,..., 1i m= − და { }ˆ \ |ZD D T D Z T= ∈ ⊆ , მაშინ სამართლიანია 

შემდეგი ტოლობები: 

0 1 2 1... ,mD P P P P −= ∪ ∪ ∪ ∪
⌣

 

( )0
ˆ

 

Zi

i

T D

Z P Tϕ
∈

= ∪ ∪ (1.2) 

ამ ტოლობებს შემდეგში ფორმალური ტოლობები ეწოდება.  

მტკიცდება, რომ D  ნახევარმესერის ელემენტების (1.2) წარმოდგენისას iP

( )0,1,2,..., 1i m= −  პარამეტრებს შორის არსებობს ისეთები, რომლებიც მოცემული D  

ნახევარმესერისათვის  არ შეიძლება იყვნენ ცარიელი სიმრავლეები. ასეთ iP

( )0 1i m< ≤ − სიმრავლეებს ბაზისური წყაროები ეწოდება და შემდგომში მათ რიცხვს 

აღვნიშნავთ δ  სიმბოლოთი, ხოლო იმ 
jP ( )0 1j m≤ ≤ −  პარამეტრებს, რომლებიც 

შეიძლება იყვნენ ცარიელი სიმრავლეებიც, სისავსის წყაროები ეწოდება. 

მტკიცდება, რომ  ϕ  ასახვისას ბაზისური წყაროს წინასახის დამფარავი 

ელემენტების რაოდენობა ყოველთვის ერთის ტოლია, ხოლო სისავსის წყაროების 

დამფარავი ელემენტები ან არ არსებობენ, ან მათი რაოდენობა მეტია ერთზე. □ 

თეორემა  1.11. ვთქვათ { } ( )0 1, , ...,  1mQ T T T m= ≥  არის D გაერთიანებათა სრული 

X − ნახევარმესერის ისეთი ქვენახევარმესერი, რომლისთვისაც 0 1 2 ... mT T T T⊂ ⊂ ⊂ ⊂

,მაშინQ ყოველთვის იქნებაგაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი 

თეორემა 1.12.ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., ,...,  3j mQ T T T T m= ≥ არის D  გაერთიანებათა სრული X −

ნახევარმესერის ისეთი ქვენახევარმესერი და j  არის ისეთი ფიქსირებული 

ნატურალური რიცხვი, რომ 0 3j m≤ ≤ − და 
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0 1 1 3

0 1 2 3

1 2 2 1 1 2 3

... ... ,

... ... ,

\ , \ ,

j j j m

j j j m

j j j j j j j

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T T

+ +

+ +

+ + + + + + +

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ∪ =

 

მაშინ Q ყოველთვის იქნებაგაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი  

თეორემა 1.13.  თუ Q არის ბადე, მაშინ ის ყოველთვის იქნება გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერი 

                      თეორემა 1.14. ვთქვათ Q არის გაერთიანებათა ნახევარმესერი, რომელსაც აქვს ნახაზი 

1.1-ზე მოცემული სახე, მაშინ Q   იქნება გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი 

 

   

 

 

 

 

 

 

                      თეორემა 1.15.ვთქვათ { } ( )0 1, ,...,  1mQ T T T m= ≥ არის გაერთიანებათა D  ნახევარმესერის 

ისეთი ქვენახევარმესერი, რომ 0 1 ... mT T T⊂ ⊂ ⊂ . მაშინ ( )XB D  ნეხევარჯგუფის α  

ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪  და სრულდება პირობა ( ),Q V Dα= , არის მოცემული ( )XB D  

ნეხევარჯგუფისრეგულარული ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ არსებობს 

სრული ϕ α − იზომორფიზმი Q ნახევარმესერიდან D ნახევარმესერის  რომელიღაც 

( ) ( ) ( ){ }0 1, ,..., mD T T Tϕ ϕ ϕ′ = ქვენახევარმესერზე , რომ სრულდება შემდეგი პირობები 

( )0 1 ... p pY Y Y T
α α α ϕ∪ ∪ ∪ ⊇  და ( )q qY T

α ϕ∩ ≠ ∅ ნებისმიერი 0,1,..., 1p m= −  და 1, 2,...,q m= . 

შედეგი 1.1. .ვთქვათ { } ( )0 1, ,...,  1mQ T T T m= ≥ არის გაერთიანებათა D  ნახევარმესერის 

ისეთი ქვენახევარმესერი, რომ 0 1 ... mT T T⊂ ⊂ ⊂ . მაშინ ( )XB D  ნეხევარჯგუფის α  

ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

ნახ.1.1 

mT
 

3T
 

0T
 

1m
T −

 

2T
 1T

 

2mT −

 
3m

T −

 

4
T

 5
T

 

6
T

 
i
i
i
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( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪  და სრულდება პირობა ( ),Q V Dα= , არის მოცემული ( )XB D  

ნეხევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

0 1 ... p pY Y Y Tα α α∪ ∪ ∪ ⊇  და q qY Tα ∩ ≠ ∅  ნებისმიერი 0,1,..., 1p m= −  და 1, 2, ...,q m=  

თეორემა 1.16.ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., 1mQ T T T m= ≥ არის D გაერთიანების ნახევარმესერის 

ისეთი ქვენახევარმესერი, რომ 0 1 ... mT T T⊂ ⊂ ⊂ . თუ გაერთიანებათა { }0 1, ,..., mQ T T T= XI −

ნახევარმესერი და { }0 1, , ..., mD T T T′ = არიან იზომორფულები და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 0 2 1 2 1 1\ \\ \ \ \

0
2 1 3 2 1 1m m mm mT T X TT T T T T T T T

R D m m m m− −′ = ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅ + − ⋅ + . 

შედეგი 1.2.  ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., 1mQ T T T m= ≥ არის გაერთიანებათა ნახევარმესესრი, 

სადაც 0 1 ... mT T T⊂ ⊂ ⊂ .  თუ ( ) ( )r
XE Q არის ( )XB Q ნახევარჯგუფის მარჯვენა ერთეულების 

სიმრავლე , მაშინ 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−−= − ⋅ − ⋅⋅⋅ + − ⋅ +1 0 2 1 2 1 11\ \ \ \\ \

2 1 3 2 1 1m mm m mT T T T T T T TT T X Tr
XE Q m m m .  

თეორემა  1.17. . ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., ,...,  3j mQ T T T T m= ≥ არის გაერთიანებათა სრული 

X -ნახევარმესერი და j ისეთი ფიქსირებული ნატურალური რიცხვია, რომ 

0 3j m≤ ≤ − და 

0 1 1 3 0 1 2 3

1 2 2 1 1 2 3

... ... ,  ... ... ,

\ , \ , .

j j j m j j j m

j j j j j j j

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T

+ + + +

+ + + + + + +

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ∪ =
 

მაშინ ( )XB Q  ნეხევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪  და სრულდება პირობა ( ), Q V D α= , არის ( )XB D  

ნეხევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს 

ისეთი ϕ  სრული  α − იზომორფიზმი Q  ნახევარმესერისა D  ნახევარმესერის 

რომელიღაც  ( ) ( ){ }0 ,..., mD T Tϕ ϕ′ =  ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 1 1 2 0 1 2 2

0 1

... ,  ... ,

...  and 

j j j j j j

p p q q

Y Y Y T T Y Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ + + +∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
 

ნებისმიერი 0,1,2,..., 1p m= − , 1, 2,...,q m= -თვის, ( )2,  3p j q j≠ + ≠ +  
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შედეგი 1.3 ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., ,...,  3j mQ T T T T m= ≥
 
არის ნახევარმესერი და j ისეთი 

ფიქსირებული ნატურალური რიცხვია, რომ 0 3j m≤ ≤ − და 

0 1 1 3 0 1 2 3

1 2 2 1 1 2 3

... ... ,  ... ... ,

\ , \ , .

j j j m j j j m

j j j j j j j

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T

+ + + +

+ + + + + + +

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ∪ =
 

მაშინ ( )XB Q  ნეხევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪  და სრულდება პირობა ( ),Q V Dα= , არის ( )XB D  

ნეხევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

0 1 1 2 0 1 2 2

0 1

... ,  ... ,

... ,  

j j j j j j

p p q q

Y Y Y T T Y Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α

+ + + +∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
 

ნებისმიერი 0,1, 2,..., 1p m= − , 1, 2,...,q m= ( )2,  3p j q j≠ + ≠ +   

თეორემა. 1.18. ვთქვათ { }( )0 1, ,..., ,..., 3j mQ T T T T m= ≥ არის D  გაერთიანებათა სრული 

X  ნახევარმესერი და j არის ისეთი ფიქსირებული ნატურალური რიცხვი, რომ 

0 3j m≤ ≤ −  და 

0 1 1 3 0 1 2 3

1 2 2 1 1 2 3

... ... ,  ... ... ,

\ , \ , .

j j j m j j j m

j j j j j j j

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T

+ + + +

+ + + + + + +

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ∪ =
 

თუ XI − ნახევარმესერები { }0 1, ,..., mQ T T T= და { }0 1, , ..., mD T T T′ =  ერთმანეთის α −  

იზომორფულია და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ  

) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1 2 2 1 4 3 4 3

1 1

\ \ \ \

0

\ \\

 2 2 1 2 1 5 4

                              1 1 ,m m mm m

T T T T T T T T

T T X TT T

R D m

m m m− −

′ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ +

a

 

თუ 0j = (ე.ი.
0jT T= ); 

) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 21 21 0

2 1 2 1 4 3 4 3 1 1

\ \ \ \\\

0

\ \ \ \ \ \\

 2 2 1 1 1 2 1

    2 1 5 4 1 1 .

j j j j j j j j jj j

j j j j j j j j m m mm m

T T T T T T T T TT TT T

T T T T T T T T T T X TT T

R D m j j j j j

j j j j m m m

− − + + + + + +− −

+ + + + + + + + − −

∩′ = ⋅ ⋅ − ⋅⋅⋅ + − ⋅ + ⋅ + − + ⋅

⋅ + − + ⋅ + − + ⋅ + − ⋅ +

b

თუ ( )01 3 jj m T T≤ ≤ − ≠  

შედეგი  1.4. ვთქვათ { } ( )0 1, ,..., ,...,  3j mQ T T T T m= ≥ არის ნახევარმესერი და j არის 

ისეთი ფიქსირებული ნატურალური რიცხვი, რომ 0 3j m≤ ≤ − და 
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0 1 1 3 0 1 2 3

1 2 2 1 1 2 3

... ... ,  ... ... ,

\ , \ , .

j j j m j j j m

j j j j j j j

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T

+ + + +

+ + + + + + +

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ∪ =
 

თუ ( ) ( )r

XE Q არის ( )XB Q  ნახევარმესერის ყველა მარჯვენა ერთეულების 

სიმრავლე, მაშინ შემდეგი პირობები არის სამართლიანი: 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )14 3 4 3 11 2 2 1
\ \\ \ \\ \

 2 1 2 1 5 4 1 1 ,m m mm m
T T X TT T T T T TT T T Tr

XE Q m m m− −= − ⋅ − ⋅ − ⋅⋅ ⋅ + − ⋅ +a  

თუ ( )00 . .,  jj i e T T= = ; 

) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1 2 1 2 1 211 0

2 1 2 1 4 3 4 3 1 1

\ \ \ \\\

\ \ \ \ \ \\

 2 1 1 1 2 1

    2 1 5 4 1 1 ,

j j j j j j j j jj j

j j j j j j j j m m mm m

T T T T T T T T TT TT Tr

X

T T T T T T T T T T X TT T

E Q j j j j j

j j j j m m m

− + + + + + +−

+ + + + + + + + − −

∩
= − ⋅⋅⋅ + − ⋅ + ⋅ + − + ⋅

⋅ + − + ⋅ + − + ⋅⋅⋅ + − ⋅ +

b

თუ ( )01 3 jj m T T≤ ≤ − ≠
 
(იხ.[13], შედეგი 13.3.3). 

თეორემა 1.19. ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერის Q  

ქვენახევარმესერი არის ბადე. მაშინ ( )XB Q  ნეხევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, 

რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე ( )
ij

ij ij

T Q

Y Tαα
∈

= ×∪  და სრულდება 

პირობა ( ),Q V Dα= , არის ( )XB D  ნეხევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი, მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი ϕ  სრული  α − იზომორფიზმი Q  

ნახევარმესერისა D  ნახევარმესერის რომელიღაც  D′  ქვენახევარმესერზე, რომელიც 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

00 0 0 00 01 01 00 01 02 02

00 01 02 0 0 00 10 10

00 10 20 20 00 10 20 0 0

,  ,  ,...

..., ... ,  ,

,..., ... ,  

k s

k k

s s ij ij

Y T T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y T Y Y T

Y Y Y T Y Y Y Y T Y T

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ⊇

∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅

 

ნებისმიერი ( ) { }1 2 \ijT Q Q∈ ∪ ∅ -თვის 

შედეგი  1.5 ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერის Q  

ქვენახევარმესერი არის ბადე. მაშინ ( )XB Q  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, 

რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე ( )
ij

ij ij

T Q

Y Tαα
∈

= ×∪  და სრულდება 

პირობა ( ),Q V Dα= , არის ( )XB D  ნეხევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი, მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა 
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ნებისმიერი ( ) { }1 2 \ijT Q Q∈ ∪ ∅ . 

თეორემა 1.20 ვთქვათ D გაერთიანებათა სრული X − ნახევარმესერის 

{ }00 01 10 11 20 21, , , , ,Q T T T T T T=
 
ქვენახევარმესერიარის ბადე. თუ XI − ნახევარმესერები Q

და { }00 01 10 11 20 21, , , , ,D T T T T T T′ =  ერთმანეთის α −  იზომორფულია და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( )01 20 10 01 20 11 20 11 21\ \ \ \ \

0 2 1 2 1 3 2 6
T T T T T T T T X T

R D m′ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
 

შედეგი 1.6. ვთქვათ Q  გაერთიანებათა X − ნახევარმესერი არის ბადე. თუ 

( ) ( )r

XE Q სიმბოლოთი ავღნიშნავთ ( )XB Q  ნახევარჯგუფის ყველა მარჯვენა 

ერთეულების სიმრავლეს, მაშინ მათი რიცხვი გამოითვლება ფორმულით 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

10 210 0 20 1 20 1 10 2

0 1 0 1 01 0 02 1 02 1

0 1 2 0 10 1 2 0 1

\\ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \\ \

2 1 3 2 1

              1 2 1 3 2

              1 1

s s kk k k s s k

s s k s s k s s s

k sk k skk sk k sk

T TT T T T T T T Tr

X

T T T T T T T T T T

T T T TT T T T

E Q s s

s s

k k k k

− −− −

− −

− − −− − −

= − ⋅ − ⋅⋅⋅ − − ⋅

⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅

⋅ − − ⋅ + −
\

.skX T
D⋅

 

 თეორემა  1.21. ვთქვათ  Q  არის გაერთიანებათა ნახევარმესერი, რომელიც 

მოცემულია ნახაზი 1.1-ზე მაშინ ( )XB Q ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართება , 

რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ და სრულდება 

პირობა ( ),Q V D α= , არის ( )XB D
 
ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ϕ სრული D იზომორფიზმი გაერთიანებათა Q

ნახევარმესერისა D ნახევარმესერის D′  რომელიღაც ქვენახევარესერზე რომელიც 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

00 0 0 00 01 01 00 01 02 02

00 01 02 0 0 00 10 10

00 10 20 20 00 10 20 0 0

,  ,  ,...

..., ... ,  ,

,..., ... ,

k s

k k

s s

ij ij

Y T T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y T Y Y T

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y T

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α α

α

⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ⊇

∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 1 1 0 2 2

0 1 2 3 4 4 0 1 2 3 5 5

0 1 3 2 2 0 1 3 1 1

1 1 2 2 4 4 5 5

2

,  ,  ,

,  ,...,

... ,  ... ,

,  ,  ,  ,...,
m m m m m m

m

Y T Y Y T Y Y T

Y Y Y Y Y T Y Y Y Y Y T

Y Y Y Y T Y Y Y Y T

Y T Y T Y T Y T

Y

α α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

α

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
− − − − − −

−

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

( ) ( )2 1 1,  .m m mT Y Tαϕ ϕ− − −∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

შედეგი  1.7. ვთქვათ Q არის გაერთიანებათა ნახევარმესერი, რომელიც 

მოცემულია ნახაზი 1.1-ზე. მაშინ ( )XB Q  ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართება, 

რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ და სრულდება 

პირობა ( ),Q V D α= , არის მოცემული ( )D Cϕ =
⌣

ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური 

ელემენტი  მაშინ და მხოლოდ მაშინ , როცა  

0 0 0 1 1 0 2 2

0 1 2 3 4 4 0 1 2 3 5 5

0 1 3 2 2 0 1 3 1 1

1 1 2 2 4 4 5 5

2 2

,  ,  ,

,  ,...,

... ,  ... ,

,  ,  ,  ,...,

,  

m m m m m m

m m m

Y T Y Y T Y Y T

Y Y Y Y Y T Y Y Y Y Y T

Y Y Y Y T Y Y Y Y T

Y T Y T Y T Y T

Y T Y

α α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α

α

− − − − − −

− −

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∩ ≠ ∅ 1 1 .mTα

− −∩ ≠∅  

თეორემა 1.22. ვთქვათ Q არის გაერთიანებათა ნახევარმესერი, რომელიც 

მოცემულია ნახაზი 1.1-ზე. თუ Q  ნახევარმესერი და { }0 1 2 3 3 2 1, , , ,...,, , , ,m m m mD T T T T T T T T− − −′=

არიან α − იზომორფული და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

5 4 32 1 1 2 5 4 5 4 4 5 4 5

1 2 3 1 2 1 2

\\ \ \ \ \ \

0

\ \ \

2 1 2 1 4 5 4 5 4

                                        2 1 2

                                                

m m m m m m m

T T TT T T T T T T T T T T T

T T T T T T T

R D m q

m m m− − − − − − −

∩

∩

′ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅

( ) ( )( )2 1 2 1 \\ \
            1 2 . mm m m m X TT T T T

m m Q− − − −⋅ − − − ⋅ □

 

შედეგი 1.8. ვთქვათ Q არის გაერთიანებათა ნახევარმესერი რომელიც მოცემულია 

ნახაზი 1.1-ზე.და ( ) ( )r

XE Q არის ( )XB Q  ნახევარჯგუფის ყველა მარჯვენა ერთეულების 

სიმრავლე . თუ X სასრულო სიმრავლეა მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

5 4 3 5 4 5 4 4 5 4 52 1 1 2

1 2 3 1 2 1 2

\ \ \ \ \\ \

\ \ \

2 1 2 1 4 5 4 5 4

2 1 2m m m m m m m

T T T T T T T T T T TT T T Tr

X

T T T T T T T

E Q

m m m− − − − − − −

∩

∩

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅                                    

                                                        ( ) ( )( )2 1 2 1 \\ \
1 2 .

mm m m m X TT T T T
m m Q− − − −⋅ − − − ⋅
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თეორემა  1.23.  ვთქვათ X  სსრულო სიმრავლეა. თუ ϕ არის  ფიქსირებული 

ელემენტი ( ),Q D′Φ
  

სიმრავლიდან  და ( ) 0Q mΩ =  მაშინ 

 

 

თეორემა 1.24.  ვთქვათ Q არის D გაერთიანებათა X − ნახევარმესერის 

რომელიღაც გაერთიანებათა XI − ქვენახევარმესერი.თუ ( ),i Q D სიმბოლოთი 

ავღნიშნავთ ( )XB D ნახევვარჯგუფის ყველა იდემპოტენტების სიმარვლეს, 

რომებისთვისაც ( ),V D Qα = , მაშინ 

( ) ( )
0

1
,i Q D R D

m q
′= ⋅

⋅
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( )0 ,R D m q R Q Dϕ′ ′= ⋅ ⋅



22 

 

2. ზოგიერთი სახის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ბინარულ 

მიმართებათა ნახევარჯგუფების რეგულარული და იდემპოტენტური 

ელემენტები. 

მოცემულ პარაგრაფში აღწერილია რამოდენიმე სახის ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების რეგულარული 

და იდემპოტენტური ელემენტები. გამოყვანილია მათი რაოდენობის დასათვლელი 

ფორმულები, რომლებიც შემდგომში გვჭირდება ( )
3

,8Χ∑  კლასის ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ნახევარჯგუფების შესასწავლად. 

a) ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა და { }0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,m m m m m m mQ T T T T T T T T T− − − − − −=

სადაც  6m ≥ არის გაერთიანებათა X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

   

                                                  

0 1 5 4 2

0 1 5 3 2

0 1 5 3 1

4 3 3 4 4 1

1 4 2 1 1 2

4 3 2 4 1 2 1

... ,  

... ,

... ,   
\ ,   \ ,  \ ,
\ ,  \ ,  \ ,

,  

m m m m

m m m m

m m m m

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m m

T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T T

− − −

− − −

− − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − − −

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠ ∅ ≠∅
≠ ∅ ≠∅ ≠∅

∪ = ∪ = ∪ = . mT

(2.1) 

                                          შევნიშნოთ, რომ ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს(2.1) 

პირობებს მოცემულია ნახაზი 2.1.-ზე. 

დავუშვათ 0 1 1, ,..., mP P P −  და C  არის X  სიმრავლის წყვილ-წყვილად  თანაუკვეთ 

ქვესიმრავლეთა რაღაც სიმრავლე და 

0 1 6 5 4 3 2 1

0 1 6 5 4 3 2 1

  ...       
  ...       

m m m m m m m

m m m m m m

T T T T T T T T T
P P P P P P P P C

ϕ − − − − − −

− − − − − −

 =  
 

 

არის  ასახვა Q  ნახევარმესერისა  ( )C Q  სიმრავლეში, მაშინ მოცემული ნახევარმესე-

რის ელემენტებისათვის ფორმალურ ტოლობებს ექნებათ შემდეგი სახე: (იხ თეორემა  

1.10) 

ნახ2.1 

1T

0T

 

1mT −

 

mT

i
 

i
  

2mT −  

3mT −  4mT −  

5mT −  
6mT −  



23 

 

0 1 6 5 4 3 2 1

1 0 1 6 5 4 3 2

2 0 1 6 5 4 3 1

3 0 1 6 5 4

4 0 1 6 5 3 1

... ,
... ,
... ,
... ,
... ,

m m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m

m m m m

m m m m m

m

T C P P P P P P P P
T C P P P P P P P
T C P P P P P P P
T C P P P P P
T C P P P P P P
T

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − −

− − − − −

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

5 0 1 6

6 0 1 7

1 0

0

... ,

... ,

,
,

m

m m

C P P P
T C P P P

T C P
T C

− −

− −

= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪

−−−− − − − − − − − −
= ∪
=

  (2.2) 

სადაც 0C ≥ , 5 0mP − ≥ , 3 0mP − ≥ და  { }0 1 6 4 2 1, ,..., , , ,m m m mP P P P P P− − − − ∉ ∅ . 

ლემა 2.1. ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის გაერთია-

ნებათა X ნახევარმესერი,რომელიც აკმაყოფილებს (2.1) პირობებს, მაშინ Q

ყოველთვის იქნება გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. 

დამტკიცება: მოცემული ლემის დასამტკიცებლად (2.2) ტოლობების გამოყენებით 

ვიპოვოთ tQ  სიმრავლეები და ( ), tQ Q∧  ელემენტები : 

{ }
{ }

{ }
{ }

0 1 6 5 4 3 2 1

1 6 5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 6

4 3 2 1

, ,... , , , , , , ,    ,
,... , , , , , , ,       ,

, , , , , ,                    ,
, , , , ,          

m m m m m m m

m m m m m m m

m m m m m m m

t m m m m m

T T T T T T T T T if t C
T T T T T T T T if t P

T T T T T T if t P
Q T T T T T

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − −

∈
∈

−− −− − −
∈

=
{ }
{ }
{ }

5

3 2 1 4

4 2 1 3

1

                 ,
, , , ,                                  ,
, , , ,                                  ,
, ,                                               

m

m m m m m

m m m m m

m m

if t P
T T T T if t P
T T T T if t P
T T

−

− − − −

− − − −

−

∈
∈
∈

{ }
2

4 2 1

 ,
, , ,                                         .

m

m m m m

if t P
T T T if t P

−

− − −









 ∈
 ∈

( )

0

1 0

5 6

5 5

3 4

5 3

1 2

4 1

,    ,
,    ,

,    ,
, ,    ,

,    ,
,    ,
,    ,
,    .

m m

t m m

m m

m m

m m

m m

T if t C
T if t P

T if t P
Q Q T if t P

T if t P
T if t P
T if t P
T if t P

− −

− −

− −

− −

− −

− −

∈
∈

−− − −− −
∈

∧ = ∈
∈
∈
∈
∈

 

მივიღეთ ( ), tQ Q D∧ ∈
 
ნებისმიერი mt T∈ . ამასთან, თუ ( ){ }, t mQ Q Q t T∧ = ∧ ∈ ,მაშინ

{ }0 1 5 4 3 1, ,..., , , ,m m m mQ T T T T T T∧
− − − −=

 
და ადვილი დასანახია, რომ Q  ნახევარმესერის 

ნებისმიერი არაცარიელი ელემენტი მიიღება რომელიღაც ელემენტების გაერთიანე-

ბით Q∧

 სიმრავლიდან. აქედან და  1.3 განმარტების თანახმად მივიღებთ, რომ Q

ნახევარმესერი ყოველთვის იქნება გაერთიანების XI −  ნახევარმესერი. 

ლემა 2.2.თუ { }0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,m m m m m m mQ T T T T T T T T T− − − − − −= გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერია  და  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2 1 4 3 1 4 6 5 3 5

0 1 0

...

                                        \ .
m m m m m m m m m mP T P T P T P P P T

P T C T X D D

ε − − − − − − − − − −= × ∪ × ∪ × ∪ ∪ ∪ × ∪
∪ × ∪ × ∪ ×

⌣ ⌣
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მაშინ ε  ბინარული მიმართება იქნება  ( )XB Q  ნახევარჯგუფის უდიდესი მარჯვენა 

ერთეული. 

დამტკიცება: ( )2.2  ფორმალური ტოლობების გამოყენებით მივიღებთ,რომ  

( )
2 1 2 1 4 1 4 3 4

6 5 3 1 4 6 0 1 0 0

\ ,  \ ,  \ ,

\ ,  \ ,  
m m m m m m m m m

m m m m m m

P T T P T T P T T

P P P T T T P T T C T
− − − − − − − − −

− − − − − −

= = =
∪ ∪ = ∩ = =  

ბოლო ტოლობებიდან და ლემა 1.2-ის თანახმად მივიღეთ, რომ  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2 1 3 4 3 4 1 4 1 4 6 5

6 7 6 1 0 1 0 0

\ \ \ \

              \ ... \ \ .
m m m m m m m m m m m m m

m m m

T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T X D D

ε − − − − − − − − − − − − −

− − −

= × ∪ × ∪ × ∪ ∩ × ∪
∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣ ⌣

   

თეორემა 2.1.ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის გაერ-

თიანებათა X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს   (2.1) პირობებს (იხ.ნახ 2.1), 

მაშინ ( )XB D
 
ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდ-გენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ , და ( ),Q V D α= , იქნება ( )XB Q
 
ნახევარჯგუ-

ფის რეგულა-რული ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი ϕ

სრული α − იზომორფიზმი Q  ნახევარმესერისა Q  ნახევარმესერის რომელიღაც 

( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., mQ T T Tϕ ϕ ϕ′=
  

ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1 5 3 3

0 1 5 3 1 1

... ,  ... ,

... ,  

p p m m m

m m m m q q

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α α α

ϕ ϕ

ϕ ϕ
− − −

− − − −

∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
 (2.3) 

ნებისმიერი 0,1,..., 4,  p m m= − და 1, 2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 

დამტკიცება: დასაწყისისთვის აღვნიშნოთ, რომ Q  არის გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერი (იხ. ლემა1.2). ახლა ვიპოვოთ { }\Q Q∗ = ∅ სიმრავლის ზღვარითი და 

არაზღვარითი ელემენტები. ვთქვათ qT Q∗∈ ,  სადაც 0,1,2,...,q m= . მივიღებთ 
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( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }

1

2

0 1 0 1 1

1 0 1 5 3 1 1 0 1 5 3 3

2 0 1 5 4 3 2 2 0 1 5 4 3

, , ,..., \ , ,..., ,

, , ,..., , , \ , ,..., , ,

, , ,..., , , , \ , ,..., , , ,

m

m

m

T m m m m m

T m m m m m m m m

T m m m m m m m m m m

l Q T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T T T T T T

−

−

∗
−

∗
− − − − − − − −

∗
− − − − − − − − − −

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( )

3

4

5

6

2

3 0 1 5 3 3 0 1 5 5

4 0 1 5 4 4 0 1 5 5

5 0 1 5 5 0 1 6 6

6

,

, , ,..., , \ , ,..., ,

, , ,..., , \ , ,..., ,

, , ,..., \ , ,..., ,

,

m

m

m

m

T m m m m m m

T m m m m m m

T m m m m m

T m

l Q T T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T

l Q T T

−

−

−

−

∗
− − − − − −

∗
− − − − − −

∗
− − − − −

∗
−

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ { } { }( ) { }

( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }

1

0

0 1 6 6 0 1 7 7

1 0 1 1 0 0

0 0 0

, ,..., \ , ,..., ,

, , \ ,

, \ ,

m m m m

T

T

T T T T T T T

l Q T T T T T T

l Q T T T

− − − −

∗

∗

= ∪ =
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ ∅ =∅

ɺɺ

ɺɺ

 

და 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2 3

4 5

6

1 1 1 3

2 2 2 2 3 3 3 5

4 4 4 5 5 5 5 6

6

\ , \ ,  \ , \ ,

\ , \ ,  \ , \ ,

\ , \ ,  \ , \ ,

\ ,

m m

m m

m m

m

m T m m m m T m m m

m T m m m m T m m m

m T m m m m T m m m

m T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q

−

− −

− −

−

∗ ∗
− − − −

∗ ∗
− − − − − − − −

∗ ∗
− − − − − − − −

∗
−

= =∅ = ≠ ∅

= =∅ = ≠ ∅

= ≠ ∅ = ≠ ∅

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ( )

( ) ( )
1 0

6 6 7

1 1 1 0 0 0 0 0

\ ,

\ , \ ,  \ , \ ,   ,

m m m

T T

T T T

T l Q T T T T l Q T T if T

− − −

∗ ∗

= ≠ ∅
−−− −− −− −− − −− −− −− −− −− −− −− −− − −− −− −− −

= ≠ ∅ = ∅ ≠∅ ≠∅ɺɺ ɺɺ

 

ე.ი. ( )\ ,
qq T qT l Q T ≠∅ɺɺ , სადაც 1,2,..., 6,  5,  4,  3,  1q m m m m m= − − − − − . მივიღეთ რომ 

2,  m mT T − ელემენტები არიან 
mTQ∗ɺɺ , 

2mTQ
−

∗ɺɺ სიმრავლეების ზღვარითი ელემენტები და qT არის 

qTQ
∗ɺɺ სიმრავლის არაზღვარითი ელემენტი, სადაც  1,2,... 5, 4, 3, 1q m m m m= − − − −  (იხილეთ 

განმარტება1.5). თეორემა  1.3-ის ძალით მივიღებთ, რომ α  ბინარული მიმართება 

არის ( )XB Q
 
ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა არსებობს ისეთი ϕ სრული α − იზომორფიზმი Q  ნახევარმესერისა Q  

ნახევარმესერის რომელიღაც ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., mQ T T Tϕ ϕ ϕ′ = ქვენახევარმესერზე, რომე-

ლიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1 5 3 3

0 1 5 3 1 1

... ,  ... ,

... ,  

p p m m m

m m m m q q

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α α α

ϕ ϕ

ϕ ϕ
− − −

− − − −

∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
 

ნებისმიერი 0,1,..., 4,  p m m= − და 1,2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 
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α  მიმართების კვაზინორმალური წარმოდგენის განსაზღვრებიდან ჩანს, რომ

( )0 1 ... m mY Y Y X Tα α α ϕ∪ ∪ ∪ = ⊇
 
ჩართვა ყოველთვის სამართლიანია. აქედან გამომდინა-

რე სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

( ) ( )0 1 0 1 5 3 3... ,  ... ,p p m m mY Y Y T Y Y Y Y Tα α α α α α αϕ ϕ− − −∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇  

( ) ( )0 1 5 3 1 1... ,  m m m m q qY Y Y Y Y T Y Tα α α α α αϕ ϕ− − − −∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅  

ნებისმიერი 0,1,..., 4,  p m m= − და 1,2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 

თეორემა დამტკიცებულია 

შედეგი  2.1. ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის 

გაერთიანებათა X  ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს   (2.1) პირობებს, მაშინ 

( )XB D
 
ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ , და ( ),Q V D α= , იქნება ( )XB Q
 

ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური  ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

სრულდება შემდეგი პირობები: 

0 1 0 1 5 3 3

0 1 5 3 1 1

... ,  ... ,

... ,  
p p m m m

m m m m q q

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α α α
− − −

− − − −

∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅

 

ნებისმიერი 0,1,..., 4p m= − და 1, 2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 

დამტკიცება. მოცემული შედეგის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა  

1.6-დან. 

შედეგი დამტკიცებულია. 

თეორემა 2.2.ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის 

                       გაერთიანებათა X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს   (2.1)  

                       პირობებს   (იხ. ნახაზი  2.1). თუ Q  გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერი  

                       და { }0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,m m m m m m mD T T T T T T T T T− − − − − −′ =  

 

 

 

ნახ2.2

1T

0T

1mT −

mT

i
 

i
 
i
 

2mT −  

3mT −4mT −  

5mT −

6mT −
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არიან α − იზომორფული და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი 

ტოლობა : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 5 4 51 0 2 1 2 1

1 4 5 5 6 5 6 4 1 4 1

3 4 3 4 1 2 1 2

\ \\ \ \

0

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

2 1 3 2 4 5

4 4 5 3 4

3 4 2 3 1 .

m m m m

m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m

T T T TT T T T T T

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T X T

R D m m m

m m m m m

m m m m m

− − − −

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − −

∩

′ = ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅ − − − ⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − ⋅

⋅ − − − ⋅ − − − ⋅ +

 

დამტკიცება.დასაწყისისთვის აღვნიშნოთ, რომ გაერთიანებათა Q ნახევარ-

მესერსგააჩნიაერთი ავტომორფიზი (ე.ი . ( ), 1Q QΦ = ). ვთქვათ ( ),R Q Dα ′∈ და α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს შემდეგი სახე: 

( )
1

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ , მაშინ თეორემა 2,1-ის ძალით სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობე-

ბი: 

( )
0 1 0 1 5 3 3

0 1 5 3 1 1

... ,  ... ,  

... ,                  2.4                   
p p m m m

m m m m q q

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T

α α α α α α α

α α α α α α
− − −

− − − −

∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅  

ნებისმიერი 0,1,..., 4p m= − და 1, 2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 

ახლა განვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α= ნებისმიერი t X∈ , ხოლო 
0f α , pf α ( )1,2,..., 4p m= − , 

3mf − , 
2mf − ,  

1mf − , 
mf  

ასახვები  არიან fα  ასახვის  შეზღუდვები შესაბამისად 

( )0 1 0 5 6 1 4 6,  \ ,..., \ ,  \ ,  m m m m mT T T T T T T T− − − − −∩
4 1 3 4 1 2\ ,  \ ,  \ , \m m m m m m mT T T T T T X T− − − − − −  სიმრავ-

ლეებზე. დაშვების თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ
0f α , pf α  , 

4mf − , 
3mf − ,  

2mf − , 
1mf − , 

mf  ასახვების თვისებები: 

1)ვთქვათ 0t T∈ . მაშინ  (2,4)პირობების თანახმად მივიღებთ 0t Y α∈ , აქედან და 0Y α

სიმრავლის განსაზღვრებიდან  0t Tα = .ამგვარად ( )0 0f t Tα = ნებისმიერი 0t T∈ . 

2)ვთქვათ 
1\s st T T −∈ ( )1,2,..., 5s m= − .ამ შემთხვევაში (2,4) პირობების თანახმად 

გვექნება 1 0 1 2\ ...s s s st T T T Y Y Y Yα α α α
−∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ .აქედან და 0 1, ,..., sY Y Yα α α სიმრავლეების 

განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }0 1, ,..., st T T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }0 1, ,...,s sf t T T Tα ∈
 

ნებისმიერი 1\s st T T −∈ . 
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მეორეს მხრივ 
s sY Tα ∩ ≠ ∅ , ამიტომაც 

s st Y α∈  რომელიღაც 
s st T∈ -სათვის. 

s st Y α∈

პირობიდან და sY α

 სიმრავლის განსზღვრებიდან მივიღებთ s st Tα = . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 1s st T −∈ , მაშინ გვექნება, რომ { }0 1 1, ,...,s st T T Tα −∈ . მაგრამ ბოლო 

პირობა ეწინააღმდეგება s st Tα =
 ტოლობას. მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, 

რომ 1\s s st T T −∈ .  ამგვარად ( )s s sf t Tα =
 
რომელიღაც 1\s s st T T −∈ . 

3) ვთქვათ ( )1 4 6\ ,m m mt T T T− − −∈ ∩ .მოცემულ შემთხვევაში (2,4) პირობების თანახმად   

გვექნება  

( ) ( )
( )

1 4 1 4 0 1 5 3 1

0 1 5 4 0 1 5

\ ...

            ... ... .

m m m m m m m

m m m

t T T T T Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α

α α α α α α α
− − − − − − −

− − −

∈ ∩ ∩ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∩

∩ ∪ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪
 

აქედან და 0 1 5, ,..., mY Y Yα α α
−  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ

{ }0 1 5, ,..., mt T T Tα −∈ .ამგვარად ( ) { }4 0 1 5, ,...,m mf t T T Tα− −∈
 
ნებისმიერი ( )1 4 6\m m mt T T T− − −∈ ∩ -

სათვის. 

მეორეს მხრივ 5 5m mY Tα
− −∩ ≠∅ , ამიტომაც 5 5m mt Yα

− −∈ რომელიღაც 5 5m mt T− −∈  სათვის. 

5 5m mt Yα
− −∈  პირობიდან და 5mYα

−  სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ 5 5m mt Tα− −= . 

ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 5 6m mt T− −∈ , მაშინ გვექნება { }5 0 1 6, ,...,m mt T T Tα− −∈ . მაგრამ 

ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება 5 5m mt Tα− −=  ტოლობას. მიღებული წინააღმდეგობა 

გვიჩვენებს, რომ 5 5 6\m m mt T T− − −∈ . ამგვარად ( )4 5 5m m mf t Tα− − −=
 
რომელიღაც  

5 5 6\m m mt T T− − −∈ . 

4)ვთქვათ 
4 1\m mt T T− −∈ . მოცემულ შემთხვევაში (2,4) პირობების თანახმად გვექნება 

4 1 4 0 1 5 4\ ...m m m m mt T T T Y Y Y Yα α α α
− − − − −∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ . აქედან და 0 1 5 4, ,... ,m mY Y Y Yα α α α

− −

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }0 1 5 4, ,..., ,m mt T T T Tα − −∈ . ამგვარად 

( ) { }3 0 1 5 4, ,..., ,m m mf t T T T Tα− − −∈
 
ნებისმიერი  4 1\m mt T T− −∈ . 

მეორეს მხრივ 4 4m mY Tα
− −∩ ≠∅ , ამიტომაც 4 4m mt Yα

− −∈  რომელიღაც 3 4m mt T− −∈ -სათვის. 

4 4m mt Yα
− −∈  პირობიდან და 4mYα

−  სიმრავლის განსზღვრებიდან მივიღებთ 4 4m mt Tα− −= . 

ახლა თუ დავუშვებთ რომ 4 1m mt T− −∈ , მაშინ გვექნება { }4 0 1 5 3 1, ,..., , ,m m m mt T T T T Tα− − − −∈ . 

მაგრამ ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება 4 4m mt Tα− −=  ტოლობას. მიღებული 
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წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 4 4 1\ ,m m mt T T− − −∈ .  ამგვარად ( )3 4 4m m mf t Tα− − −=
 

რომელიღაც  4 4 1\m m mt T T− − −∈ . 

5)ვთქვათ 
3 4\ ,m mt T T− −∈  მოცემულ შემთხვევაში (2,4) პირობების თანახმად   

გვექნება 3 4 3 0 1 5 3\ , ...m m m m mt T T T Y Y Y Yα α α α
− − − − −∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ . აქედან და 0 1 5 3, ,... ,m mY Y Y Yα α α α

− −  

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }0 1 5 3, ,..., ,m mt T T T Tα − −∈ . ამგვარად 

( ) { }2 0 1 5 3, ,..., ,m m mf t T T T Tα− − −∈
 
ნებისმიერი 

3 4\ ,m mt T T− −∈ . 

მეორეს მხრივ 3 3m mY Tα
− −∩ ≠∅ , ამიტომაც 3 3m mt Y α

− −∈  რომელიღაც 3 3m mt T− −∈ . 

3 3m mt Yα
− −∈ პირობიდან და 3mYα

− სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ 3 3m mt Tα− −= . 

ახლა თუ დავუშვებთ, რომ  3 4m mt T− −∈ , მაშინ გვექნება { }3 0 1 5 4, ,..., ,m m mt T T T Tα− − −∈ . მაგრამ 

ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება 3 3m mt Tα− −=  ტოლობას. მიღებული წინააღმდეგბა 

გვიჩვენებს, რომ  
3 3 4\ ,m m mt T T− − −∈ .  ამგვარად ( )2 3 3m m mf t Tα− − −=

 
რომელიღაც  

3 3 4\ ,m m mt T T− − −∈ -სათვის. 

6)ვთქვათ 1 2\m mt T T− −∈ .მოცემულ შემთხვევაში (2,4)პირობების თანახმად   გვექნება 

1 2 1 0 1 5 3 1\ ...m m m m m mt T T T Y Y Y Y Yα α α α α
− − − − − −∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ . აქედან   და   0 1 5 3 1, ,... , ,m m mY Y Y Y Yα α α α α

− − −

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }0 1 5 3 1, ,..., , ,m m mt T T T T Tα − − −∈ . 

ამგვარად ( ) { }1 0 1 5 3 1, ,..., , ,m m m mf t T T T T Tα− − − −∈
 
ნებისმიერი 1 2\m mt T T− −∈ . 

მეორეს მხრივ 1 1m mY Tα
− −∩ ≠ ∅ , ამიტომაც 2 1m mt Yα

− −∈  რომელიღაც 2 1m mt T− −∈ . 2 1m mt Yα
− −∈

პირობიდან და 1mY α
−  სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ 2 1m mt Tα− −= . ახლა 

თუ დავუშვებთ, რომ 2 2m mt T− −∈ , მაშინ გვექნება { }2 0 1 5 4 3 2, ,..., , , ,m m m m mt T T T T T Tα− − − − −∈ . 

მაგრამ ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება 2 1m mt Tα− −=
 ტოლობას. მიღებული 

წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 2 1 2\ ,m m mt T T− − −∈  ამგვარად ( )1 2 1m m mf t Tα− − −=

რომელიღაც 2 1 2\m m mt T T− − −∈ . 

7)ვთქვათ \ mt X T∈ . მაშინ პირობიდან 
0

m

i

i

X Y α

=

=∪
 
გამომდინარეობს, რომ 

0

m

i

i

t Yα

=

∈∪ . 

ამიტომაც  { }0 1 2, , ,..., mt T T T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }0 1 2, , ,...,m mf t T T T Tα ∈ ნებისმიერი \ mt X T∈ . 
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მივიღეთ, რომ ( ),R Q Dα ′∈
 
ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად 

განსაზღვრული დალაგებული ( )0 1, ,..., mf f fα α α  სისტემა. ცხადია ( ),R Q D′
 
სიმრავლის 

განსხვავებულ ელემენტებს შეესაბამება  განსხვავებული სიტემები. 

ახლა დავუშვათ, რომ 

{ }1 0 0:f T T→ , { }1 0 1: \ , ,...,s s s sf T T T T T− → 1, 2,..., 5s m= − ,    

( ) { }4 1 4 6 0 1 5: \ , ,...,m m m m mf T T T T T T− − − − −∩ → ,  

{ }3 4 1 0 1 5 4:  \ , ,..., ,m m m m mf T T T T T T− − − − −→ , { }2 3 4 0 1 5 3:  \ , ,..., ,m m m m mf T T T T T T− − − − −→ ,  

{ }1 1 2 0 1 5 3 1: \ , ,..., , ,m m m m m mf T T T T T T T− − − − − −→ ,  { }0 1: \ , ,...,m m mf X T T T T→  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

8) ( )1 0f t T= ნებისმიერი 0t T∈ ; 

9) ( ) { }0 1, ,...,s sf t T T T∈
 
ნებისმიერი 1\s st T T −∈  და ( )s s sf t Tα =

 
რომელიღაც 1\s s st T T −∈ -

სათვის; 

     10) ( ) { }4 0 1 5, ,...,m mf t T T T− −∈ ნებისმიერი ( )1 4 6\m m mt T T T− − −∈ ∩ და ( )4 5 5m m mf t Tα− − −=
 

რომელიღაც 5 5 6\m m mt T T− − −∈ ; 

   11) ( ) { }3 0 1 5 4, ,..., ,m m mf t T T T T− − −∈ ნებისმიერი 4 1\m mt T T− −∈ და ( )3 4 4m m mf t Tα− − −= რომელიღაც 

3 4 1\ ,m m mt T T− − −∈ -სათვის; 

   12) ( ) { }2 0 1 5 3, ,..., ,m m mf t T T T T− − −∈ ნებისმიერი 3 4\m mt T T− −∈ და ( )2 3 3m m mf t Tα− − −= რომელიღაც  

3 3 4\ ,m m mt T T− − −∈ -სათვის; 

   13) ( ) { }1 0 1 5 3 1, ,..., , ,m m m mf t T T T T T− − − −∈ ნებისმიერი 1 2\m mt T T− −∈ და ( )1 2 1m m mf t Tα− − −=

რომელი-   

ღაც 2 1 2\m m mt T T− − −∈ -სათვის; 

   14) ( ) { }0 1 2, , ,...,m mf t T T T T∈ ნებისმიერი \ mt X T∈ -სათვის. 

ახლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 
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( )

( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( )

( )

0 0

1

4 1 4 6

3 4 1

2 3 4

1 1 2

,    ,

,    \ , 1, 2,..., 5,

,    \ ,

,     \ ,

,     \ ,

,    \ ,

,   \ .

s s s

m m m m

m m m

m m m

m m m

m m

f t if t T

f t if t T T p m

f t if t T T T

f t f t if t T T

f t if t T T

f t if t T T

f t if t X T

−

− − − −

− − −

− − −

− − −

 ∈
 ∈ = −


∈ ∩


= ∈
 ∈
 ∈

∈

 

f ასახვას შევუსაბამოთ { } ( )( )
t

t f tβ
∈Χ

= ×∪
 
ბინარული მიმართება. შემოვიღოთ 

აღნიშვები { }|i iY t X t Tβ β= ∈ = , სადაც 0,1, 2,...,i m= . ამ აღნიშვნების გამოყენებით β

მიმართება ჩაიწერება შემდეგნაირად ( )
0

m

i i

i

Y Tββ
=

= ×∪ . უფრო მეტიც, β ბინარული 

მიმართების განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( )
( )

( )

0 1 0 1 5 3 3

0 1 5 3 1 1

... ,  ... ,

... ,

p p m m m

m m m m

q q

Y Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y T

Y T

β β β β β β β

β β β β β

β

ϕ ϕ
ϕ

ϕ

− − −

− − − −

∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅

 

ნებისმიერი 0,1,..., 5p m= − და 1,2,..., 4,  3,  1q m m m= − − − -სათვის. 

თეორემა 2.1-ის თანახმად გვექნება,  რომ β ბინარული მიმართება არის ( )XB D

ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი, რომელიც ეკუთვნის ( ),R Q D′  სიმრავლეს. 

მივიღეთ, რომ  არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ( ),R Q D′ სიმრავლიდან 

აღებულ α ბინარულ მიმართებებსა  და 
0

f α , pf α ( )1,2,..., 4p m= − , 
3m

f − , 
2m

f − ,  
1m

f − , 
m

f

დალაგებულ სისტემებს შორის. ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად 
0f α , pf α

( )1,2,..., 4p m= − , 
3m

f − , 
2m

f − ,  
1m

f − , 
m

f . ( )( ),R Q Dα ′∈
 
ასახვათა რაოდენობა 

შესაბამისად ტოლია: 

1, ( ) 1 1
\ \

1 s s s s
T T T T

s s− −+ − , ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 4 6 5 6 5 6 5 6\ \ \ \ \
4 4 5m m m m m m m m mT T T T T T T T T

m m m− − − − − − − − −∩
− − − − , 

( ) ( )4 1 4 1\ \
3 4m m m mT T T T

m m− − − −− − − , ( ) ( )3 4 3 4\ \
3 4m m m mT T T T

m m− − − −− − −  , 

( ) ( )1 2 1 2\ \
2 3m m m mT T T T

m m− − − −− − − , ( ) \
1 mX T

m+ .  

ამის გათვალისწინებით მივიღებთ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 5 4 51 0 2 1 2 1

1 4 5 5 6 5 6 4 1 4 1

3 4 3 4 1 2 1 2

\ \\ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

, 2 1 3 2 4 5

4 4 5 3 4

3 4 2 3 1 .

m m m m

m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m

T T T TT T T T T T

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T X T

R Q D m m

m m m m m

m m m m m

− − − −

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − −

∩

′ = − ⋅ − ⋅⋅⋅ − − − ⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − ⋅

⋅ − − − ⋅ − − − ⋅ +

 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ ტოლობებს ( ) 0Q mΩ = , ( ), 1Q Q′Φ = და თეორემა 

1.23-ს გვექნება, რომ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 5 4 51 0 2 1 2 1

1 4 5 5 6 5 6 4 1 4 1

3 4 3 4 1 2 1 2

\ \\ \ \

0

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

2 1 3 2 4 5

4 4 5 3 4

3 4 2 3 1 .

m m m m

m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m

T T T TT T T T T T

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T X T

R D m m m

m m m m m

m m m m m

− − − −

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − −

∩

′ = ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅ − − − ⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − ⋅

⋅ − − − ⋅ − − − ⋅ +

 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 2.3. ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის 

გაერთიანებათა Χ  ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.1)  პირობებს. თუ

( ) ( )r

XE Q არის ( )XB Q  ნახევარჯგუფის ყველა მარჯვენა ერთეულების სიმრავლე, მაშინ 

ის გამოითვლება შემდეგი ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 5 4 51 0 2 1 2 1

1 4 5 5 6 5 6 4 1 4 1

3 4 3 4 1 2 1 2

\ \\ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

2 1 3 2 4 5

4 4 5 3 4

3 4 2 3 1 .

m m m m

m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m

T T T TT T T T T Tr

X

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T X T

E Q m m

m m m m m

m m m m m

− − − −

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − −

∩

= − ⋅ − ⋅⋅ ⋅ − − − ⋅

⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − − ⋅

⋅ − − − ⋅ − − − ⋅ +

 

დამტკიცება: თეორემა 1.23-ის ძალით სამართლიანია შემდეგი  ტოლობა

( ) ( ) ( ),
Q

r

XE Q R Q Qε= ,სადაც Qε არის Q  ნახევარმესერის იგივური ასახვა. ახლა თუ 

გავითვალისწინებთ Q D′= და ( ) ( ), ,
Q

R Q Q R Q Dε ′= ტოლობებს და თეორემა  2.2-ს 

მივიღებთ მოცემული შედეგის სამართლიანობას. 

შედეგი დამტკიცებულია. 

შედეგი  2.4. ვთქვათ X  სასრულო სიმრავლეა და { }0 1 2 6, , ,...,Q T T T T=
 
არის  

                            გაერთიანებათა  X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს    

  შემდეგ პირობებს 

0 1 2 4 6 0 1 3 4 6

0 1 3 5 6 2 3 3 2

2 5 5 2 4 5 5 4

2 3 4 2 5 4 5 6

, 

,  \ ,  \ ,
\ ,  \ ,  \ ,  \ ,

,  . 

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T
T T T T T T T T
T T T T T T T T

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ≠ ∅ ≠ ∅

≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅
∪ = ∪ = ∪ =  

ნახ.2.3 

2T  

4T  

6T  

0T

3T  
1T

 

5T
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თუ Q  გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი და { }1 2 6, ,...,D T T T′ =
 
არიან  α −

იზომორფული და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

5 2 1 1 0 2 1

2 5 2 5 3 2 3 2 5 4 5 4 6

\ \ \

0

\ \ \ \ \ \ \

2 2 1 2 1

                  3 2 3 2 4 3 7 .

T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T X T

R D m
∩

′ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
 

დამტკიცება: მოცემული შედეგის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა2.2-

დან. 

b)ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა და { }0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,m m m m m m mQ T T T T T T T T T− − − − − −=
 

(სადაც  6m ≥ )არის გაერთიანებათა X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

                                                                 

0 1 3 5 6 1

0 2 3 5 6 1

0 2 4 5 6 1

1 2 2 1 1 4

4 1 3 4 4 3

1 2 3 4 1 4 3 5

... ,  
... ,  
... ,   

\ ,  \ ,  \ ,
\ ,  \ ,  \ ,

,  . 

m m

m m

m m

T T T T T T T
T T T T T T T
T T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T T T

−

−

−

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ≠∅
≠∅ ≠∅ ≠ ∅

∪ = ∪ = ∪ =

(2.5) 

 

 

 შევნიშნოთ, რომ ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს  (2.5) პირობებს, 

მოცემულია ნახაზი 2.4.-ზე. დავუშვათ 0 1 1, ,..., mP P P − და C  არის X  სიმრავლის წყვილ-

წყვილად თანაუკვეთ ქვესიმრავლეთა რაღაც სიმრავლე და 

0 1 6 5 4 3 2 1

0 1 6 5 4 3 2 1

  ...       
  ...       

m m m m m m m

m m m m m m

T T T T T T T T T
P P P P P P P P C

ϕ − − − − − −

− − − − − −

 =  
 

 

არის  ასახვა Q  ნახევარმესერისა  ( )C Q  სიმრავლეში, მაშინ მოცემული ნახევარმესე-

რის ელემენტებისათვის ფორმალურ ტოლობებს ექნებათ შემდეგი სახე: (იხ თეორემა  

1.1) 

 

1T  

4T

5T
6T  

2T  

0T  

3T  

1mT −

 

mT

i
 

i
 
i
 

ნახ.2.
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0 1 2 3 4 5 6 1

1 0 1 2 3 4 5 6 2

6 0 1 2 3 4 5

5 0 1 2 3 4

4 0 1 2 3

3 0 1 2 4

2 0 1

1 0 2

... ,
... ,

,
,

,
,

,

m m

m m

T C P P P P P P P P
T C P P P P P P P P

T C P P P P P P
T C P P P P P
T C P P P P
T C P P P P
T C P P
T C P P

−

− −

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

−−− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪
= ∪ ∪ 4

0

,
,

P
T C

∪
=

( )2.6  

სადაც 0C ≥ , 0 0P ≥ , 2 0P ≥ და { }1 3 4 5 6 1, , , , ,... ,m mP P P P P P P− ∉ ∅ . 

ლემა 2.3. ვთქვათ { } ( )0 1 6 5 4 3 2 1, ,..., , , , , , ,  6m m m m m m mQ T T T T T T T T T m− − − − − −= ≥ არის გაერთია-

ნებათა X ნახევარმესერი,რომელიც აკმაყოფილებს (2.1) პირობებს,მაშინQ ყოველთვის 

იქნება გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. 

დამტკიცება:მოცემული ლემის დასამტკიცებლად (2.6) ტოლობების გამოყენებით 

ვიპოვოთ tQ  სიმრავლეები და ( ), tQ Q∧  ელემენტები: 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

0 1 2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6 1 0

2 3 4 5 6 1 1

1 3 4 5 6 1 2

4 5 6 1

, , , , , , ,..., ,    ,
, , , , , ,..., ,         ,
, , , , ,..., ,            ,
, , , , ,..., ,            ,
, , ,..., ,     

m m

m m

m m

m m

m m

t

T T T T T T T T T if t C
T T T T T T T T if t P
T T T T T T T if t P
T T T T T T T if t P
T T T T T

Q

−

−

−

−

−

∈
∈
∈
∈

= { }
{ }
{ }

{ }

3

1 3 5 6 1 4

6 1 5

7 1 6

1

               ,
, , , ,..., ,               ,
,..., ,                           ,
,..., ,                          ,

,                            

m m

m m

m m

m m

if t P
T T T T T T if t P
T T T if t P
T T T if t P

T T

−

−

−

−

∈
∈
∈
∈

−− −− − −−

{ }
2

1

     ,
                                       

m

m m

if t P
T if t P

−

−











 ∈
 ∈

( )

0

0 0

2 1

0 2

4 3

1 4

6 5

7 6

1 2

1

,    ,
,    ,
,    ,
,    ,
,    ,

, ,    ,
,    ,
,    ,

,    ,
,   

t

m m

m m

T if t C
T if t P
T if t P
T if t P
T if t P

Q Q T if t P
T if t P
T if t P

T if t P
T if t P

− −

−

∈
∈
∈
∈
∈

∧ = ∈
∈
∈

− − − − − − −
∈

∈

 

მივიღეთ, რომ ( ), tQ Q D∧ ∈ ნებისმიერი mt T∈ . ამასთან თუ ( ){ }, t mQ Q Q t T∧ = ∧ ∈ , 

მაშინ { }0 1 2 4 6 7, , , , , ,..., mQ T T T T T T T∧ =
 
და ადვილი დასანახია, რომ Q  ნახევარმესერის 

ნებისმიერი არაცარიელი ელემენტი არის რომელიღაც ელემენტების გაერთიანება Q∧

სიმრავლიდან. აქედან და განსაზღვრება  1.2-ის გათვალისწინებით მივიღებთ , რომ 

Q ნახევარესერი არის გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. 

ლემა. 2.4 თუ { } ( )0 1 2 3 4 5 6 1, , , , , , ,..., ,  6m mQ T T T T T T T T T m−= ≥  არის გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერი, მაშინ ( )4 1 4 3 1 4 2 1 6 5 1,  \ ,  \ ,  \ ,  \ ,...,  \ , \m m mT T T T T T T T T T T T X T−∩ სიმრავლეე-

ბი არიან X სიმრავლის დანაწილება. 
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დამტკიცება:მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს (2.6) ფორმალუ-

რი ტოლობებიდან. 

თეორემა  2.3. ვთქვათ { } ( )0 1 2 3 4 5 6 1, , , , , , ,..., ,  6m mQ T T T T T T T T T m−= ≥ არის გაერთიანება-

თა Χ  ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.5) პირობებს  (იხ.ნახაზი. 2.4). მაშინ 

( )XB D
 
ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ , და ( ),Q V D α= , იქნება ( )XB Q
 
ნახევარჯგუფის 

რეგულარული ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი ϕ სრული 

α − იზომორფიზმი Q  ნახევარმესერისა Q  ნახევარმესერის რომელიღაც 

( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., mQ T T Tϕ ϕ ϕ′ =
 
ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირო-

ბებს: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 1 1 0 2 2 0 2 4 4

1 2

,  ,  ,  ,

... ,  ,p p q q

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅

   (2.7) 

ნებისმიერი 6,7,..., 1p m= − და 1, 2, 4,6,7,...,q m= -სათვის 

დამტკიცება.დასაწყისისთვის აღვნიშნოთ, რომ Q  არის გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერი (იხ. ლემა 2.1). ახლა ვიპოვოთ { }\Q Q∗ = ∅ სიმრავლის ზღვარითი და 

არაზღვარითი ელემენტები.ვთქვათ qT Q∗∈ , სადაც 0,1, 2,...,q m= . მივიღებთ  

( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }

( ) { } { }( ) { }

1

6

0 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1 0 1 2 2

6 0 1 2 3 4 5 6 6 0 1 2 3 4 5 5

, , ,..., \ , ,..., ,

, , ,..., \ , ,..., ,

, , , , , , , \ , , , , ,

m

m

T m m m m m

T m m m m m

T

l Q T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T T T T T T T T

−

∗
− −

∗
− − − − −

∗

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =
− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= ∪ = ∪ =

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( ) { }
( ) { } { }( )

5

4

3

2

1

0

5 0 1 2 3 4 5 5 0 1 2 3 4 5

4 0 2 4 4 0 2 2

3 0 1 2 3 3 0 1 2 3

2 0 2 2 0 0

1 0 1 1 0 0

0 0 0

,

, , , , , , \ , , , , ,

, , , \ , ,

, , , , \ , , ,

, , \ ,

, , \ ,

, \

T

T

T

T

T

T

l Q T T T T T T T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T

l Q T T T T T T T T T T

l Q T T T T T T

l Q T T T T T T

l Q T T T

∗

∗

∗

∗

∗

∗

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪ = ∪ =

= ∪

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ { } ,= ∪ ∅ =∅

 

და  
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

1

6 5

4 3

2

1 1 1 1 2

6 6 6 5 5 5 5 5

4 4 4 2 3 3 3 3

2 2 2

\ , \ ,  \ , \ ,

\ , \ ,  \ , \ ,

\ , \ ,  \ , \ ,

\ , \

m mm T m m m m T m m m

T T

T T

T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q T T T T l Q T T T

T l Q T T T

−

∗ ∗
− − − − −

∗ ∗

∗ ∗

∗

= ≠ ∅ = ≠ ∅
−− − − − −− − − − − − −− − − − − − −− − − − − − − −− − − − − − −

= ≠ ∅ = =∅

= ≠ ∅ = =∅

=

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ( )
( )

1

0

0 1 1 1 0

0 0 0 0

,  \ , \ ,

\ , \ ,   ,

T

T

T l Q T T T

T l Q T T if T

∗

∗

≠ ∅ = ≠ ∅

= ∅ ≠ ∅ ≠∅

ɺɺ

ɺɺ

 

ე.ი ( )\ ,
qq T qT l Q T ≠∅ɺɺ , სადაც 1,2,4,6,7,...,q m= . მივიღეთ, რომ 

3 5,  T T  არიან ზღვარითი 

ელემენტები და 
qT

 
სადაც 1, 2, 4,6,7,...,q m=  არის არაზღვარითი ელემენტი 

qTQ∗ɺɺ

სიმრავლისა (იხ. განსაზღვრება  1.4). თეორემა  1.3 -ის ძალით მივიღებთ, რომ α

ბინარული  მიმართება არის ( )XB Q ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ისეთი ϕ სრული α − იზომორფიზმი Q  

ნახევარმესერისა Q  ნახევარმესერის რომელიღაც ( ) ( ) ( ){ }1 2, , ..., mQ T T Tϕ ϕ ϕ′ =
 

ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 1 1 0 2 2 0 2 4 4

1 2

,  ,  ,  ,

... ,  ,p p q q

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅

 

ნებისმიერი 6,7,...,p m= და 1,2,4,6,7,...,q m= -სათვის. 

α  მიმართების კვაზინორმალური წარმოდგენის განსაზღვრებიდან ჩანს რომ

( )1 ... m mY Y X Tα α ϕ∪ ∪ = ⊇ ჩართვა ყოველთვის სამართლიანია.აქედან გამომდინარე 

სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 1 1 0 2 2 0 2 4 4

1 2

,  ,  ,  ,

... ,  ,p p q q

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅

 

ნებისმიერი 6,7,..., 1p m= − და 1, 2, 4,6,7,...,q m= -სათვის. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი  2.5. ვთქვათ  { } ( )0 1 2 3, , , ,...,  6mQ T T T T T m= ≥ არის გაერთიანებათა Χ -ნახე-

ვარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს  (2.5) პირობებს,მაშინ ( )XB D
 
ნახევარჯგუფის α

ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( )
0

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ და ( ),Q V D α= , იქნება ( )XB Q
 
ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური  

ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სრულდება შემდეგი პირობები: 
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0 0 0 1 1 0 2 2 0 2 4 4

1 2

,  ,  ,  ,

... ,  ,p p q q

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α
⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅

 

ნებისმიერი 6,7,..., 1p m= − და 1,2,4,6,7,...,q m= .-სათვის. 

დამტკიცება:მოცემული შედეგის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.6-

დან. 

შედეგი დამტკიცებულია. 

თეორემა  2.4.ვთქვათ { } ( )0 1 2 3, , , ,...,  6mQ T T T T T m= ≥ არის 

გაერთიანებათა Χ -ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს  (2.1) 

პირობებს  (იხ. ნახაზი 2.5).თუ Q გაერთიანებათა XI −ნახევარმესერი და 

{ }0 1 2, , ,..., mD T T T T′ = α − იზომორფულიადა ( ) 0Q mΩ = ,მაშინ სამართლია-

ნია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

4 3 4 3 1 4 2 1 6 5 6 5

1 27 6 7 6 1 2

\ \ \ \ \ \

0

\ \\ \ \

3 2 2 1 2 1 7 6

                   8 7 1 1 .m m mm m

T T T T T T T T T T T T

T T X TT T T T T T

R D m

m m m− −− −

′ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅⋅ ⋅ − − ⋅ +
 

დამტკიცება. დასაწყისისთვის აღვნიშნოთ, რომ გაერთიანებათა Q ნახევარმესერს  

გააჩნია ერთი ავტომორფიზი (ე.ი . ( ), 1Q QΦ = ). ვთქვათ ( ),R Q Dα ′∈
 
და  α  

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს შემდეგი სახე: 

( )
1

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ ,მაშინ თეორემა 2.3-ის ძალით სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

( )
0 0 0 1 1 0 2 2

0 2 4 4 1 2

,  ,  ,                  

,  ... ,        2.8

.                                                             
p p

q q

Y T Y Y T Y Y T

Y Y Y T Y Y Y T

Y T

α α α α α

α α α α α α

α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅

 

ნებისმიერი 6,7,..., 1p m= − და 1,2,4,6,7,...,q m= -სათვის. 

ახლა, განვმარტოთ fα ასახვა X  სიმრავლისა D  სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α=
 
ნებისმიერი t X∈ , ხოლო 

1
f α , 

2f α , 
3f α , 

4f α , 
pf α ( )6,7,...,p m= , 

1 mf α+  

ასახვები არიან fα  ასახვის შეზღუდვები შესაბამისად 

4 1 4 3 1 4 2 1 6 5 1,  \ ,  \ ,  \ ,  \ ,...,  \m mT T T T T T T T T T T T −∩ და \ mX T  სიმრავლეებზე. დაშვების 

თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი 

გაერთიანება გვაძლევს X . 

1T

3T

5T
6T

2T

0T

4T

1mT −  

mT

 

i
 

i
 
i
 

ნახ2.5 
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ახლა შევისწავლოთ 
1f α , 

2f α , 
3f α , 

4f α , pf α ( )6,7,...,p m= , 
1 mf α+ ასახვების 

თვისებები. 

1)ვთქვათ 4 1t T T∈ ∩ . მოცემულ შემთხვევაში (2.8) პირობების ძალით გვვექნება 

( ) ( )0 2 4 0 1 0t Y Y Y Y Y Yα α α α α α∈ ∪ ∪ ∩ ∪ = , აქედან და 
0Y
α  სიმრავლის განსაზღვრებიდან 

მივიღებთ, რომ 0t Tα = . ამგვარად ( )1 0f t Tα =
 
ნებისმიერი 4 1t T T∈ ∩ . 

2)ვთქვათ 4 3\ ,t T T∈ . მოცემულ შემთხვევაში (2.8) პირობების ძალით გვვექნება

4 3 4 0 2 4\t T T T Y Y Yα α α∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ . აქედან და 
0 2 4, ,Y Y Yα α α  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან 

მივიღებთ, რომ { }0 2 4, ,t T T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }2 0 2 4, ,f t T T Tα ∈
 
ნებისმიერი 

4 3\ ,t T T∈

სათვის. 

მეორეს მხრივ 4 4Y Tα ∩ ≠∅ , ამიტომაც 4 4t Y α∈  რომელიღაც 4 4t T∈ -სათვის. 4 4t Y α∈

პირობიდან და 4Y α

 სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ 4 4t Tα = . ახლა თუ 

დავუშვებთ,  რომ 4 3t T∈ , მაშინ გვექნება { }4 0 1 2 3, , ,t T T T Tα∈ . მაგრამ ბოლო პირობა 

ეწინააღმდეგება 4 4t Tα =  ტოლობას. მიღებული წინაააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

4 4 3\ ,t T T∈ . ამგვარად  ( )2 4 4f t Tα =
  

რომელიღაც  
4 4 3\t T T∈ . 

3) 1 4\t T T∈ . მოცემულ შემთხვევაში (2.8) პირობების ძალით გვვექნება

1 4 1 0 1\t T T T Y Yα α∈ ⊆ ⊆ ∪ . აქედან და 0 1,Y Yα α

 სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, 

რომ { }0 1,t T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }3 0 1,f t T Tα ∈
 
ნებისმიერი 1 4\t T T∈ -სათვის. 

მეორეს მხრივ 1 1Y Tα ∩ ≠∅ , ამიტომაც 1 1t Y α∈  რომელიღაც 1 1t T∈ -სათვის. 1 1t Y α∈

პირობიდან და 1Y α

 სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ 1 1t Tα = . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 1 4t T∈ , მაშინ გვექნება { }1 0 2 4, ,t T T Tα∈ . მაგრამ ბოლო პირობა 

ეწინააღმდეგება 1 1t Tα =
 ტოლობას.  მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

1 1 4\t T T∈ .ამგვარად ( )3 1 1f t Tα =
 
რომელიღაც  1 1 4\t T T∈ . 

4)ვთქვათ 2 1\t T T∈ . მოცემულ შემთხვევაში (2.8) პირობების ძალით გვექნება

2 1 2 0 2\t T T T Y Yα α∈ ⊆ ⊆ ∪ . აქედან და 0 2,Y Yα α

 სიმრავლეების განსაზღვრებიდან 

მივიღებთ, რომ { }0 2,t T Tα∈ .  ამგვარად  ( ) { }4 0 2,f t T Tα ∈
 
ნებისმიერი 

2 1\t T T∈ -სთვის. 
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მეორეს მხრივ 
2 2Y Tα ∩ ≠∅ , ამიტომაც  

2 2t Y α∈  რომელიღაც 
2 2t T∈ -სათვის. 

2 2t Y α∈

პირობიდან და  2Y α

 სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ 2 2t Tα = . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 2 1t T∈ , მაშინ გვექნება { }2 0 1,t T Tα∈ . მაგრამ ბოლო პირობა 

ეწინააღმდეგება 2 2t Tα =
 ტოლობას. მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

2 2 1\t T T∈ .  ამგვარად  ( )4 2 2f t Tα =
 
რომელიღაც 2 2 1\t T T∈ -სათვის. 

5) 1\s st T T −∈ ( )6,7,...,s m= .მოცემულ შემთხვევაში (2.8) პირობების ძალით 

გვვექნება 1 0 1 2\ ...s s s st T T T Y Y Y Yα α α α
−∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ . 

აქედან და 0 1, ,..., sY Y Yα α α სირავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ

{ }0 1, ,..., st T T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }0 1, ,...,s sf t T T Tα ∈
 
ნებისმიერი 1\s st T T −∈ --სათვის. 

მეორეს მხრივ 
s sY Tα ∩ ≠ ∅ , ამიტომაც  

s st Y α∈  რომელიღაც 
s st T∈ . 

s st Y α∈  

პირობიდან და  sY α

 სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ s st Tα = . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 1s st T −∈ , მაშინ გვექნება { }0 1 1, ,...,s st T T Tα −∈ . მაგრამ ბოლო პირობა 

ეწინააღმდეგება s st Tα =
 ტოლობას. მიღებული წინაამდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

1\s s st T T −∈ . ამგვარად ( )s s sf t Tα =
 
რომელიღაც 1\s s st T T −∈ . 

6) \ mt X T∈ . მოცემულ შემთხვევაში 
0

m

i

i

X Y α

=

=∪
 
პირობის ძალით გვექნება 

0

m

i

i

t Yα

=

∈∪ . 

მივიღებთ { }0 1 2, , ,..., mt T T T Tα∈ . ამგვარად ( ) { }1 0 1 2, , ,...,m mf t T T T Tα+ ∈
 
ნებისმიერი 

\ mt X T∈ -სათვის. 

მივიღეთ, რომ ( ),R Q Dα ′∈
 
ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად 

განსაზღვრული დალაგებული ( )1 2 1, ,..., mf f fα α α+  სისტემა. ცხადია ( ),R Q D′  სიმრავლის 

განსხვავებულ ელემენტებს შეესაბამება  განსხვავებული სიტემები. 

ახლა დავუშვათ, რომ 

      
{ }1 4 1 0:f T T T∩ → , { }2 4 3 0 2 4: \ , ,f T T T T T→ , { }3 1 4 0 1: \ ,f T T T T→ , { }4 2 1 0 2: \ ,f T T T T→  

{ }1 0 1: \ , ,...,s s s sf T T T T T− → , 6,7,...,s m= ,  { }1 0 1: \ , ,...,m m mf X T T T T+ →  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

7) ( )1 0f t T=
 
ნებისმიერი 4 1t T T∈ ∩ ; 
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8) ( ) { }2 0 2 4, ,f t T T T∈
 
ნებისმიერი 4 3\t T T∈  და ( )2 4 4f t T=

 
რომელიღაც 4 4 3\t T T∈ -     

სათვის; 

9) ( ) { }3 0 1,f t T T∈ ნებისიმიერი
1 4\t T T∈ და ( )3 1 1f t T= რომელიღაც 

1 1 4\t T T∈ ; 

10) ( ) { }4 0 2,f t T T∈ ნებისმიერი 2 1\t T T∈ და ( )4 2 2f t T= რომელიღაც 2 2 1\t T T∈ ; 

11) ( ) { }0 1 2, , ,...,s sf t T T T T∈ ნებისმიერი
1\s st T T −∈ და ( )s s sf t T= რომელიღაც 

1\s s st T T −∈ ,-

სათვის,სადაც 6,7,...,s m= ; 

12) ( ) { }1 0 1 2, , ,...,m mf t T T T T+ ∈ ნებისმიერი \ mt X T∈ -სათვის. 

ახლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 

( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

1 4 1

2 4 3

3 1 4

4 2 1

1

1

,   ,

,    \ ,

,    \ ,

,    \ ,

,    \ ,  6,7,..., ,

,  \ .
s s s

m m

f t t T T

f t t T T

f t t T T
f t

f t t T T

f t t T T p m

f t t X T
−

+

 ∈ ∩
 ∈


∈
=  ∈

∈ =
 ∈

 

f  ასახვას შევუსაბამოთ { } ( )( )
t

t f tβ
∈Χ

= ×∪
 
ბინარული მიმართება. შემოვიღოთ 

აღნიშვები { }|i iY t X t Tβ β= ∈ = , სადაც 0,1,2,...,i m= . ამ აღნიშვნების გამოყენებით β

მიმართება ჩაიწერება შემდეგნაირად ( )
0

m

i i

i

Y Tββ
=

= ×∪ . უფრო მეტიც, β  ბინარული 

მიმართების განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების 

სამართლიანობა: 

0 0 0 1 1 0 2 2

0 2 4 4 1 2

,  ,  ,

,  ... ,

.
p p

q q

Y T Y Y T Y Y T

Y Y Y T Y Y Y T

Y T

β β β β β

β β β β β β

β

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅

 

ნებისმიერი 6,7,..., 1p m= − და 1,2,4,6,7,...,q m= -სათვის. 

თეორემა 2.1-ის თანახმად გვექნება,  რომ β  ბინარული მიმართება არის ( )XB D

ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი, რომელიც ეკუთვნის ( ),R Q D′  სიმრავლეს. 

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ( ),R Q D′
 
სიმრავლიდან 

აღებულ α  ბინარულ მიმართებებსა  და 
1f α , 

2f α , 
3f α , 

4f α , pf α ( )6,7,...,p m= , 
1 mf α+
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( )( ),R Q Dα ′∈ სისტემას შორის.ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად 
1f α , 

2f α , 
3f α , 

4f α

, pf α ( )6,7,...,p m= , 
1 mf α+ ასახვათა რაოდენობა შესაბამისად ტოლია 1, 4 3 4 3\ \

3 2
T T T T− , 

1 4\
2 1

T T − , 2 1\
2 1

T T − …, ( ) 1 1
\ \

1 s s s s
T T T T

s s− −+ − , ( ) \
1 mX T

m+ .  

ამ ტოლობების გათვალისწინებით მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4 3 4 3 1 4 2 1 11\ \ \ \ \\ \
, 3 2 2 1 2 1 1 1s ss s mT T T T T T T T T TT T X T

R Q D s s m−−′ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ +  

სადაც 6,7,...,s m= . 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ  ( ) 0Q mΩ =  , ( ), 1Q Q′Φ = ტოლობებს და თეორემა 

1.23-ს გვექნება, რომ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 4 2 1 4 3 4 3 6 5 6 5

1 27 6 7 6 1 2

\ \ \ \ \ \

0

\ \\ \ \

2 1 2 1 3 2 7 6

                   8 7 1 1 .m m mm m

T T T T T T T T T T T T

T T X TT T T T T T

R D m

m m m− −− −

′ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅⋅ ⋅ − − ⋅ +
 

თეორემა დამტკიცებულია. 

შედეგი 2.6.  ვთქვათ { } ( )0 1 2 3, , , ,...,  6mQ T T T T T m= ≥ გაერთიანებათა ნახევარმესერია, 

რომელიც აკმაყოფილებს (2.5) პირობებს (იხ.ნახაზი  2.4). თუ ( ) ( )r

XE Q
 
არის ( )XB Q

ნახევარჯგუფის ყველა მარჯვენა ერთეულების სიმრავლე, მაშინ სამართლიანია 

შედეგი ფორმულა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 3 4 3 6 5 6 51 4 2 1

1 27 6 7 6 1 2

\ \ \ \\ \

\ \\ \ \

3 2 2 1 2 1 7 6

               8 7 1 1 .m m mm m

T T T T T T T TT T T Tr

X

T T X TT T T T T T

E Q

m m m− −− −

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅⋅⋅ − − ⋅ +
 

დამტკიცება: თეორემა 1.23-ის ძალით სამართლიანია შემდეგი  ტოლობა

( ) ( ) ( ),
Q

r

XE Q R Q Qε= ,სადაც Qε არის Q  ნახევარმესერის იგივური ასახვა. ახლა თუ 

გავითვალისწინებთ Q D′= და ( ) ( ), ,
Q

R Q Q R Q Dε ′= ტოლობებს და თეორემა  2.4-ს 

მივიღებთ მოცემული შედეგის სამართლიანობას. 

შედეგი დამტკიცებულია. 

შედეგი  2.7.ვთქვათ { }0 1 2 6, , ,...,Q T T T T= არის გაერთიაებათა 

ნახევარმესერი,რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 
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0 1 3 5 6 0 2 3 5 6

0 2 4 5 6 1 2 2 1

1 4 4 1 3 4 4 3

1 2 3 4 1 4 3 5

,  ,  

, \ ,  \ ,
\ ,  \ ,  \ ,  \ ,

,  . 

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T
T T T T T T T T
T T T T T T T T

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ≠ ∅ ≠ ∅

≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅
∪ = ∪ = ∪ =  

 

(იხ. ნახაზი 2.6). თუ Q  გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი 

{ }1 2 6, ,...,D T T T′ =
 
არიან α − იზომორფული და ( ) 0Q mΩ = , მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 4 2 1 4 3 4 3 6 5 6 5\ \ \ \ \ \ \

0 2 1 2 1 3 2 7 6 7 mT T T T T T T T T T T T X T
R D m′ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅  

დამტკიცება: მოცემული შედეგის სამართლიანობა გამდინარეობს თეორემა 2.4-

დან. 

c)ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა და { }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,Q T T T T T T T T D= ⊆ არის 

გაერთიანებათა X ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

 

 

7 5 3 1 0 7 6 4 2 0

7 5 4 1 0 7 5 4 2 0

7 6 4 1 0 5 6 6 5

4 3 3 4 2 1 1 2

6 5 4 4 3 1 2 1 0

,   ,
,  ,

,  T \ ,T \ ,
T \ ,  T \ ,  T \ ,  T \ ,
T ,  T ,T .

T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T

T T T T T T T
T Z T T
T T T T T T

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ≠∅ ≠ ∅

≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅ ≠ ∅
∪ = ∪ = ∪ =

...(2.9) 

შევნიშნოთ, რომ ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.9) პირობებს, 

მოცემულია ნახაზი 2.7.-ზე. დავუშვათ 7 6 5 4 3 2 1 0,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  P P P P P P P P
 და C  არის X  

სიმრავლის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ქვესიმრავლეთა რაღაც სიმრავლე და 

7 6 5 4 3 2 1 0

7 6 5 4 3 2 1 0

       

       

T T T T T T T T

P P P P P P P P
ψ  =  

 
 

არის  ასახვა Q  ნახევარმესერისა  ( )C Q  სიმრავლეში. მაშინ მოცემული ნახევარმესე-

რის ელემენტებისათვის ფორმალურ ტოლობებს ექნებათ შემდეგი სახე: (იხ თეორემა  

1.1) 

ნახ2.

4T  

4T  

0T  

0T

0T  
1T

 

1T

0T
 

1T
 2T

 
3

T
 4

T
 

5
T

 6
T

 
7

T
 

ნახ. 2.7 
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0 0 1 2 3 4 5 6 7

1 0 2 3 4 5 6 7

2 0 1 3 4 5 6 7

3 0 2 4 5 6 7

4 0 3 5 6 7

5 0 6 7

6 0 3 5 7

7 0

,
,
,

,
,

,
,

.

T P P P P P P P P
T P P P P P P P
T P P P P P P P
T P P P P P P
T P P P P P
T P P P
T P P P P
T P

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪
=

...(2.10)                                               

სადაც 1 2 3 6, , ,P P P P
 ელემენტები არიან ბაზისური წყაროები, ხოლო 0 4 5 7, , ,P P P P ელემენ-

ტები სისავსის წყაროები. 

თეორემა 2.5.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑
 
არის გაერთიანება X

ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს (2.9) პირობებს. მაშინ  Q  ყოველთვის იქნება 

გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. 

დამტკიცება:მოცემული ლემის დასამტკიცებლად (2.10) ტოლობების გამოყენებით 

ვიპოვოთ tQ  სიმრავლეები და ( ), tQ Q∧  ელემენტები: 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

0 0

2 0 1

3 1 0 2

6 4 2 1 0 3

3 2 1 0 4

6 4 3 2 1 0 5

5 4 3 2 1 0 6

6 5 4 3 2 1 0 7

,    ,
, ,    ,
, , ,    ,
, , , , ,    ,
, , , ,    ,
, , , , , ,    ,
, , , , , ,    ,
, , , , , , ,    ,

t

T if t P
T T if t P
T T T if t P
T T T T T if t P

Q
T T T T if t P
T T T T T T if t P
T T T T T T if t P
T T T T T T T if t P

∈
∈

 ∈
 ∈

=  ∈
 ∈ ∈

∈

( )

7 0

2 1

3 2

6 3

5 4

7 5

5 6

7 7

,    ,
,    ,
,    ,
,    ,

,
,    ,
,    ,
,    ,
,    ,

t

T if t P
T if t P
T if t P
T if t P

Q Q
T if t P
T if t P
T if t P
T if t P

∈
 ∈
 ∈
 ∈∧ =  ∈
 ∈

∈
∈

 

მივიღეთ, რომ { }7 6 5 3 2, , , ,Q T T T T T∧ = , ( ), tQ Q Q∧ ∈ ყველაt-სათვისდა 4 6 5T T T= ∪ , 

1 6 3T T T= ∪ , 0 3 2T T T= ∪ . აქედან და1.3 განმარტების თანახმად მივიღებთ, რომ Q

ნახევარმესერი ყოველთვის იქნება გაერთიანების XI −  ნახევარმესერი. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

ლემა  2.5.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑ .  მაშინ სამართლიანია შემ-

დეგი ტოლობები: 

( )( )
( ) ( )

0 5 7 6 3 3 6 3 4 6 3 2 6

2 3 2 1 2 1

,  \ ,  \ ,

\ ,  \ .

P P P T T P T T P P T T T

P T T P T T

∪ ∪ = ∩ = ∪ = ∩
= =

 

დამტკიცება. მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს  (2.10 ) 

ფორმალური ტოლობებიდან. 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  2.6. თუ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑
 
გაერთიანებათა XI −

ნახევარმესერია  და  
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( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

6 3 7 6 3 6 3 2 6 5

3 2 3 2 1 2 0 0

\ \

       \ \ \

T T T T T T T T T T

T T T T T T X T T

ε = ∩ × ∪ × ∪ ∩ × ∪

∪ × ∪ × ∪ ×
 

მაშინ ε  ბინარული მიმართება იქნება  ( )XB Q  ნახევარჯგუფის უდიდესი მარჯვენა 

ერთეული. 

დამტკიცება: დასაწყისისათვის აღვნიშნოთ, რომ ლემა  2.5-ის თანახმად Q  არის 

გაერთიანებათა XI − ნახევარმესერი. აქედან, ლემა  1.2, ლემა 2.1, და თეორემა  1.9-ის 

გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ 

{ } ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

0 0 0 5 7 7 3 6

4 6 5 2 3 1 2 0 0

6 3 7 6 3 6 3 2 6 5

3 2 3 2 1 2 0 0

, \

   \

  \ \

       \ \ \

t

t D

t Q Q X T T P P P T P T

P P T P T P T X T T

T T T T T T T T T T

T T T T T T X T T

ε
∈

= ×∧ ∪ × = ∪ ∪ × ∪ × ∪

∪ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × =

= ∩ × ∪ × ∪ ∩ × ∪

∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
∪

 

ბინარული მიმართება არის ( )XB D  ნახეარჯგუფის უდიდესი მარჯვენა ერთეული. 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 2.7. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑
 
არის  გაერთიანებათა X  

ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს   (2.9) პირობებს (იხ.ნახ 2.7), მაშინ ( )XB D

ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება, რომლის  კვაზინორმალურ წარმოდგენას 

აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0Y T Y T Y T Y T Y T Y T Y T Y Tα α α α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × , 

სადაც  { }7 6 5 3 2, , , ,Y Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅
 
 და ( ) ( )3, ,8V D Q Xα = ∈∑ , იქნება ( )XB Q ნახევარ- 

ჯგუფის რეგულარული ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცაარსებობს ისეთი ϕ

სრული α − იზომორფიზმი Q  ნახევარმესერისა Q  ნახევარმესერის რომელიღაც 

{ }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , , Q T T T T T T T T′ =
 
ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: 

 

7 7 7 6 6 7 5 5 7 5 3 3

7 6 5 4 2 2 6 6 5 5

3 3 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,

,  .

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T Y T

Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α α α α

α α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

დამტკიცება:ადვილი დასანახია, რომ ( ) { }7 6 5 4 3 2 1, , , , , ,Q T T T T T T Tα =   სიმრავლე არის 

წარმომქმნელთა სიმრავლე.სამართლიანია შემდეგი ტოლობები  

0T

1T 2T

3T
4T

5T 6T

7T

ნახ. 2.8 
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( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }
( ) { } ( ) { } ( ) { }

7 6 5 4

3 2 1

7 7 6 7 5 7 6 5 4

7 5 3 7 6 5 4 2 7 6 5 4 3 1

,  , ,  , ,  , , , ,

, , ,  , , , , ,  , , , , , .

T T T T

T T T

Q T Q T T Q T T Q T T T T

Q T T T Q T T T T T Q T T T T T T

α α α α

α α α

= = = =

= = =

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ

თეორემა 1.6-ის b) პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ
 

7 7 7 6 6 7 5 5 7 6 5 4 4

7 5 3 3 7 6 5 4 2 2

7 6 5 4 3 1 1

,  ,  ,  

,  ,

,

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y Y T

Y Y Y T Y Y Y Y Y T

Y Y Y Y Y Y T

α α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

 

ბოლო პირობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების სამართლიანობა: 

( ) ( )

( ) ( )

7 6 5 4 7 6 7 5 4

6 5 4 4 4 4

7 6 5 4 3 1 7 5 3 7 6 4 1

3 6 4 1 1 4 1 1

,

.

Y Y Y Y Y Y Y Y Y

T T Y T Y T

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

T T Y Y T Y Y T

α α α α α α α α α

α α

α α α α α α α α α α α α α

α α α α

∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

⊇ ∪ ∪ = ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇

⊇ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ ⊇

 

ახლა ვიპოვოთ ზღვარითი და არაზღვარითი ელემენტები: 

( ) { }( ) ( )
6 6 66 6 7 6 6 6 7, \ ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T l Q T T T=∪ = = ≠∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

( ) { }( ) ( )
5 5 55 5 7 5 5 5 7, \ ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T l Q T T T=∪ = = ≠∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

( ) { }( ) { } ( )
4 4 44 4 7 6 5 4 4 4 4 4, \ , , ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T T T T l Q T T T= ∪ = ∪ = = = ∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

( ) { }( ) { } ( )
3 3 33 3 7 5 5 3 3 3 5, \ , ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T T T l Q T T T=∪ =∪ = = ≠∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

( ) { }( ) { } ( )
2 2 22 2 7 6 5 4 4 2 2 2 4, \ , , , ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T T T T T l Q T T T= ∪ = ∪ = = ≠ ∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

( ) { }( ) { } ( )
1 1 11 1 7 6 5 4 3 1 1 1 1 1, \ , , , , ,  \ , \ ;T T Tl Q T Q T T T T T T T T l Q T T T= ∪ = ∪ = = = ∅ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

ამრიგად 6 5 3 2, , ,T T T T ელემენტები წარმოადგენენ შესაბამისად ( )
6T

Q αɺɺ , ( )
5T

Q αɺɺ , 

( )
3T

Q αɺɺ და ( )
2T

Q αɺɺ სიმრავლეების ზღვარით ელემენტებს. ახლა თუ გავითვალისწინებთ 

თეორემა 1.6-ის c) პირობას, მივიღებთ შემდეგი ტოლობების სამართლიანობას:

6 6Y Tα ∩ ≠∅ , 5 5Y Tα ∩ ≠ ∅ , 3 3Y Tα ∩ ≠ ∅ და 2 2Y Tα ∩ ≠∅ , ე.ი სამართლიანია შედეგი 

პირობები: 

7 7 7 6 6 7 5 5 7 5 3 3

7 6 5 4 2 2 6 6 5 5

3 3 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,

,  .

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T Y T

Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α α α α

α α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

ლემა დამტკიცებულია. 

შედეგი  2.8.ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑ არის გაერთიანებათა X  

ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს   (2.9) პირობებს.მაშინ  ( )XB D
 
ნახევარჯგუ-

ფის α ბინარული მიმართება, რომლის კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( )
0

m

i i

i

Y T
αα

=

= ×∪ და ( ),Q V D α= , იქნება ( )XB Q
 
ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური  

ელემენტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სრულდება შემდეგი პირობები: 
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7 7 7 6 6 7 5 5 7 5 3 3

7 6 5 4 2 2 6 6 5 5

3 3 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,

,  .

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T Y T

Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α α α α

α α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

დამტკიცება: მოცემული შედეგის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1,6-

დან. 

შედეგი დამტკიცებულია. 

თეორემა 2.6. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8Q T T T T T T T T X= ∈∑ და ( )3 0,8X mΣ = . თუ X

სასრულო სიმრავლეა და Q  გაერთიანებათა ΧΙ  ნახევარმესერი და 

{ }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , , Q T T T T T T T T′ =
 
არიან α -იზომორფული, მაშინ სამართლიანია იქნება 

შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1 0
\\ \ \ \ \ \ \

0 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
T T TT T T T T T T T T T T T X T

R Q m
∩′ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ . 

დამტკიცება:დასაწყისისთვის აღვნიშნოთ, რომ გაერთიანებათა Q  ნახევარ-

მესერსგააჩნიაერთი ავტომორფიზი (ე.ი . ( ), 1Q QΦ = ). ვთქვათ ( ),R Q Dα ′∈
 
და α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს შემდეგი სახე: 

( )
1

m

i i

i

Y Tαα
=

= ×∪ , მაშინ  ლემა  2.2-ის  ძალით სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

7 7 7 6 6 7 5 5 7 5 3 3

7 6 5 4 2 2 6 6 5 5

3 3 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,

,  .

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T Y T

Y T Y T

α α α α α α α α

α α α α α α α

α α

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

…(2.11) 

ახლა განვმარტოთ fα ასახვა Χ  სიმრავლიდან Q  სიმრავლეში შემდეგი წესით:

0f tα α=
 ყველა t∈Χ -სათვის, ხოლო 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α და 5f α ასახვები არიან fα

ასახვის შეზღუდვები შესაბამისად 
6 3T T∩ , 

6 3\T T , ( )3 2 6\T T T∩ , 
3 2\T T , 

2 1\T T , 
0\X T

სიმრავლეებზე. დაშვების თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α და 5f α ასახვები: 

ვთქვათ 6 3t T T∈ ∩ . მაშინ (2.11) პირობების თანახმად მივიღებთ

( ) ( )6 3 7 6 7 5 3 7t T T Y Y Y Y Y Yα α α α α α∈ ∩ ⊆ ∪ ∩ ∪ ∪ = . ამრიგად 7t Y α∈ , აქედან და 7Y α

 სიმრავლის  

განსაზღვრების თანახმად 7t Tα =  . ამრიგად ( )1 7f t Tα =  ნებისიერი 6 3t T T∈ ∩ -სათვის. 

)1
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ვთქვათ  
6 3\t T T∈ . მაშინ (2.11)  პირობების თანახმად მივიღებთ

6 3 7 6\t T T Y Yα α∈ ⊆ ∪ , 

ამრიგად 7 6t Y Yα α∈ ∪ . აქედან და 7 6,Y Yα α

 სიმრავლეების განსაზღვრების თანახმად 

{ }7 6,t T Tα = .  ამრიგად ( ) { }2 7 6,f t T Tα =  ნებისმიერი 
6 3\t T T∈ -სათვის. 

მეორეს მხრივ 6 6Y Tα ∩ ≠∅ ,  ამიტომაც 1 6t Tα =  რომელიღაც 1 6t T∈ . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 1 3t T∈ , მაშინ 1 7 5 3t Y Y Yα α α∈ ∪ ∪ .  ამრიგად { }1 7 5 3, ,t T T Tα ∈ . ბოლო 

პირობა კი ეწინააღმდეგება  1 6t Tα =
 ტოლობას, რადგანაც 6 7T T≠ ,  6 5T T≠  და 6 3T T≠ Q  

ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად.  ამრიგად  ( )1 1 6f t Tα =  რომელიღაც 6 3\t T T∈ . 

ვთქვათ ( )3 2 6
\t T T T∈ ∩ . მაშინ (2.11)  პირობების თანახმად მივიღებ

( ) ( ) ( )3 2 6 3 2 7 5 3 7 6 5 4 2 7 5\ ,T T T T T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α α α∩ ⊆ ∩ ⊆ ∪ ∪ ∩ ∪ ∪ ∪ ∪ = ∪  

არიგად 7 5t Y Yα α∈ ∪ . აქედან და 7 5,Y Yα α

 სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ

{ }7 5
,t T Tα ∈ .  ამრიგად   ( ) { }3 7 5,f t T Tα ∈

 
ნებისმიერი  ( )3 2 6

\t T T T∈ ∩ . მეორეს მხრივ

5 5Y Tα ∩ ≠ ∅ , ამიტომაც 3 5t Tα =  რომელიღაც 3 5t T∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 3 6t T∈ , 

მივიღებთ 
2 6 7 6 t T Y Yα α∈ ⊆ ∪ . ამრიგად { }3 7 6,t T Tα∈ . ბოლო პირობა კი ეწინააღმდეგება

2 5t Tα =  ტოლობას, რადგანაც { }5 7 6,T T T∉ .ე.ი. ( )3 3 5f t Tα =  რომელიღაც  3 5 6\t T T∈ . 

 ვთქვათ   3 2\t T T∈ .  მაშინ (2.11) პირობების ძალით მივიღებთ

3 2 3 7 5 3\T T T Y Y Yα α α⊆ ⊆ ∪ ∪ . ამრიგად 7 5 3t Y Y Yα α α∈ ∪ ∪ . აქედან და 7 5 3, ,Y Y Yα α α

 სიმრავლეების 

განსზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }7 5 3, ,t T T Tα ∈ . ამრიგად  ( ) { }4 7 5 3, ,f t T T Tα ∈   

ნებისმიერი 3 2\t T T∈ -სათვის. 

მეორეს მხრივ 
3 3Y Tα ∩ ≠ ∅ , ამიტომაც 4 3t Tα =  რომელიღაც 

4 3t T∈ . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 4 2t T∈ , მივიღებთ 4 2 7 6 5 4 2t T Y Y Y Y Yα α α α α∈ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ . ამრიგად 

{ }4 7 6 5 4 2, , , ,t T T T T Tα∈ . მიღებული ბოლო პირობა კი ეწინააღმდეგება 4 3t Tα =  ტოლობას. 

რადგანაც { }3 7 6 5 4 2, , , ,T T T T T T∉  ე.ი. ( )4 4 3f t Tα =  რომელიღაც 3 2\t T T∈ . 

)5 ვთქვათ 2 1\t T T∈ . მაშინ (2.11) პირობების ძალით მივიღებთ

2 1 2 7 6 5 4 2\T T T Y Y Y Y Yα α α α α⊆ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ , ე.ი. 7 6 5 4 2t Y Y Y Y Yα α α α α∈ ∪ ∪ ∪ ∪  აქედან და 7Y α , 6Y α , 

5Y α , 4Y α , 2Y α  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }7 6 5 4 2, , , ,t T T T T Tα ∈  ე.ი. 

( ) { }5 7 6 5 4 2, , , ,f t T T T T Tα ∈  ნებისმიერი 2 1\t T T∈ -სათვის. 

 მეორეს მხრივ 2 2Y Tα ∩ ≠∅ , ამიტომაც 5 2t Tα =  რომელიღაც 5 2t T∈ . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 5 1t T∈ , მივიღებთ 5 1 7 6 5 4 3 1t T Y Y Y Y Y Yα α α α α α∈ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ , ე.ი. 

{ }5 7 6 5 4 3 1, , , , ,t T T T T T Tα∈ . ბოლო პირობა კი ეწინააღმდეგება 5 2t Tα =  ტოლობას, 

რადგანაც { }2 7 6 5 4 3 1, , , , ,T T T T T T T∉ , ე.ი. ( )5 5 2f t Tα =  რომელიღაც 2 1\t T T∈ . 

)2

)3

)4
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)6 ვთქვათ 0\t X T∈ . მაშინ α  ბინარული მიმართების კვაზინორმალური 

წარმოდგენის განსაზღვრებიდან და (2.11) პირობებიდან გექნება. 

0 7 6 5 4 3 2 1 0\t X T X Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α∈ ⊆ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ , აქედან და  7 6 5 4 3 2 1, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α
0Y
α

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,t T T T T T T T Tα ∈ ამრიგად 

( ) { }6 7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,f t T T T T T T T Tα ∈  ნებისმიერი  \t X D∈
⌣

. 

მივიღეთ, რომ α ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად განსაზღვრუ-

ლი დალაგებული ( )1 2 3 4 5 6, , , , ,f f f f f fα α α α α α  სისტემა. 

შემდგომში დავუშვათ, რომ  

1 6 3 7:f T T T∩ → , { }2 6 3 7 6: \ ,f T T T T→ ,  

( ) { }3 3 2 6 7 5: \ ,f T T T T T∩ → , { }4 3 2 7 5 3: \ , ,f T T T T T→ ,  

{ }5 2 1 7 6 5 4 2: \ , , , ,f T T T T T T T→ , { }6 0 7 6 5 4 3 2 1 0: \ , , , , , , ,f X T T T T T T T T T→  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

)7 ( )1 7f t T= ნებისმიერი 6 3t T T∈ ∩ ; 

)8 ( ) { }2 7 6,f t T T∈ ნებისმიერი
6 3\t T T∈ და ( )2 1 6f t T= რომელიღაც 

1 6 3\t T T∈ ; 

)9 ( ) { }3 7 5,f t T T∈ ნებისმიერი  ( )3 2 6\t T T T∈ ∩ და ( )3 2 5f t T= რომელიღაც 2 5 6\t T T∈ ; 

)10 ( ) { }4 7 5 3, ,f t T T T∈ ნებისმიერი 
3 2\t T T∈ და ( )4 3 3f t T= რომელიღაც 

3 3 2\t T T∈ ; 

)11 ( ) { }5 7 6 5 4 2, , , ,f t T T T T T∈ ნებისმიერი  და ( )5 4 2f t T= რომელიღაც 4 2 1\t T T∈ ; 

)12 ( ) { }6 6 5 4 3 2 1 0, , , , , ,f t T T T T T T T∈ ნებისმიერი 0\t X T∈ . 

ეხლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 

( )

( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( )

1 6 3

2 6 3

3 3 2 6

4 3 2

5 2 1

6 0

,   ,

,   \ ,

,   \ ,

,   \ ,

,   \ ,

,   \ .

f t t T T

f t t T T

f t t T T T
f t

f t t T T

f t T T

f t X T

 ∈ ∩
 ∈


∈ ∩
= 

∈




 

f ასახვას შევუსაბამოთ { } ( )( )
t

t f tβ
∈Χ

= ×∪ .ბინარული მიმართება . შემოვიღოთ 

აღნიშვები { }|i iY t X t Tβ β= ∈ = , სადაც 0,1,2,...,i m= .ამ აღნიშვნების გამოყენებით β

მიმართება ჩაიწერება შემდეგნაირად ( )
0

m

i i

i

Y T
ββ

=

= ×∪ . უფრო მეტიც β ბინარული 

მიმართების განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების 

სამართლიანობა  
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7 7 7 6 6 7 5 5 7 5 3 3

7 6 5 4 2 2 6 6 5 5

3 3 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,

,  .

Y T Y Y T Y Y T Y Y Y T

Y Y Y Y Y T Y T Y T

Y T Y T

β β β β β β β β

β β β β β β β

β β

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

მივიღეთ , რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ( ),R Q′ სიმრავლიდან 

აღებულ α ბინარულ მიმართებაბსა  და ( )1 2 3 4 5 6, , , , ,f f f f f fα α α α α α დალაგებულ 

სისტემებს შორის. ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად 0 1 2 3 4 5, , , , ,f f f f f fα α α α α α

ასახვათა რიცხვი შესაბამისად ტოლია 

1 ,  6 3\
2 1

T T − , 
( ) ( ) ( )3 2 5 6 5 6

\ \
2 2 1

T T T T T T∩ ∪
⋅ − , 3 2 3 2\ \

3 2
T T T T− , 2 1 2 1\ \

5 4
T T T T− , 0\

8
X T

 

აქედან მივიღებთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობას 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1 0
\\ \ \ \ \ \ \

0 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
T T TT T T T T T T T T T T T X T

R Q m
∩′ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅  

თეორემა დამტკიცებულია 

შედეგი 2.9. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 0 3, , , , , , , ,8 ,Q T T T T T T T T X= ∈∑ არის გაერთიანებათა Χ  

ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს  (2.9)  პირობებს , თუ ( ) ( )r

XE Q არის ( )XB Q  

ნახევარჯგუფის ყველა მარჯვენა ერთეულების სიმრავლე მაშინ ის გამოითვლება 

შემდეგი ფორმულით 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 02 1 2 1
\\ \ \ \ \\ \

2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
T T TT T T T T T T T X TT T T Tr

XE Q
∩= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅  

დამტკიცება :მოცემული შედეგის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა 2.6-დან 

შედეგი დამტკიცებულია. 
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3. ( )3
Σ X,8 კლასის ნახევარმესერების ქვენახევარმესერები 

     მოცემულ პარაგრაფში აღწერილია ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერები და მათგან 

გამოყოფილია ისინი, რომლებიც არიან ΧΙ − ნახევარმესერები. ( )3 ,8XΣ სიმბოლოთ 

აღვნიშნოთ გაერთიანების X − ნახევარმესერთა კლასი, რომლის ყოველი ელემენტი 

რომელიღაც { }7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z Z D=
⌣

 
გაერთიანების X − ნახევარმესერის 

იზომორფულია და რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 6 4 2 7 6 4 1

7 5 4 2 7 5 4 1

7 5 3 1

1 2 2 1 3 2 2 3

3 4 4 3 3 6 6 3

5 6 6 5

,   ,

,   ,

;
\ ,   \ ,   \ ,   \ ,
\ ,   \ ,   \ ,   \ ,
\ ,   \ ;

Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D
Z Z Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z

⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⊂ ⊂ ⊂ ⊂

≠∅ ≠∅ ≠∅ ≠∅
≠∅ ≠∅ ≠∅ ≠∅
≠∅ ≠∅

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣

( )... 3.1  

ნახევარმესერი, რომელიც აკმაყოფილებს  (3.1 )  პირობებს, მოცემულია ნახაზი 3.1.-ზე. 

შემდგომში დავუშვათ, რომ ( ) { }0 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , ,C D P P P P P P P P=
 
არის  X  სიმრავლის 

წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ ქვესიმრავლეთა რაღაც სიმრავლე, მაშინ მოცემული 

ნახევარმესერის ელემენტებისათვის ფორმალურ ტოლობებს ექნებათ შემდეგი სახე: 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7

1 0 2 3 4 5 6 7

2 0 1 3 4 5 6 7

3 0 2 4 5 6 7

4 0 3 5 6 7

5 0 6 7

6 0 3 5 7

7 0

D P P P P P P P P
Z P P P P P P P
Z P P P P P P P
Z P P P P P P
Z P P P P P
Z P P P
Z P P P P
Z P

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪
=

⌣

( )... 3.2  

 

D
⌣

 

1Z  
2Z  

3Z  4Z  

5Z  
6Z  

7Z  
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ნახაზი.3.1. 

 

სადაც 0 4 5 7 1 2 3 60,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  1,P P P P P P P P≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ელემენტები არიან 

სისავსის წყაროები, ხოლო 1 2 3 6,  ,  ,  P P P P არიან ბაზისური წყაროები.ბაზისური წყაროები არ 

შეიძლება იყოს ცარიელის ტოლი, რადგანაც მივიღებთ სხვა დიაგრამას, რომელსაც  სხვა D  - 

ნახევარმესერი შეესაბამება, ხოლო სისავსის წყაროს  ცარიელად ჩათვლა გაერთიანების 

სრულ Χ  ნახევარმესერის დიაგრამაზე  გავლენას არ ახდენს. 

ლემა  3.1. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ , ( )3 ,8X sΣ =
 
და 4X δ≥ ≥ . თუ X  სასრულო 

სიმრავლეა, მაშინ 

5 4 6 6 7 4 8 9n n n n ns = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + . 

დამტკიცება. მოცემულ შემთხვევაში 8m = , 4δ =  და 1q = . ამ  ტოლობების და თეორემა 1.1 -

ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 4 418
4

4 1

1 4! 4 !

1 ! 1 !

p i p np
p

p i

C C p i
s

i p i

+ + −+

= =

  − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
  =

 − ⋅ − +   
∑ ∑ , 

სადაც 
( )

!

! !

k

j

j
C

k j k
=

⋅ −
. ე.ი შემდეგი ტოლობა 5 4 6 6 7 4 8 9n n n n ns = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + საართლიანია. 

ლემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი  3.1.    ვთქვათ 4,  5,  6,  7,  8n = მაშინ:           

48,  1680,  35520, 294000, 4198824s = და

( ) 4096,  32768, 262144, 2097152, 16777216.XB D =  

მოცემული რიცხვები გვიჩვენებს, რომ მაგალითად, თუ 8X = , მაშინ მოცემული კლასის 

ყველა ნახევარჯგუფთა ელემენტების რაოდენობა 4198824 ის ტოლია, ხოლო   ელემენტების  

რაოდენობა  თითოეულ  ნახევარჯგუფში, რომელიც მოცემულ კლასს  მიეკუთვნება,  

16777216-ის ტოლია. 

ახლა აღვწეროთ ( )3 ,8XΣ  კლასის ყველა ქვენახევარმესერი. 

ლემა3.2. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ . მაშინ შემდეგი სახის სიმრავლეებით ამოიწურებიან  

{ }7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z Z D=
⌣

 ნახევარმესერის ყველა ქვენახევარმესერები. 

){ } { } { } { } { } { } { } { }7 6 5 4 3 2 1, , , , , , , .Z Z Z Z Z Z Z D1
⌣

 (იხ. დიაგრამა  1 ნახაზი  3.2-ზე);   
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){ } { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 6 4 6 2

6 1 6 5 4 5 3 5 2 5 1 5 4 2 4 1

4 3 1 3 2 1

2 , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

   , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

   , , , , , , , , , .

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z

Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z

Z D Z Z Z D Z D Z D

⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣
 

   (იხ. დიაგრამა 2 ნახაზი  3.2-ზე);   

) { } { } { } { } { } { } { }

{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }

7 6 4 7 5 2 7 6 1 7 6 7 5 4 7 5 3 7 5 2

7 5 1 7 5 7 4 2 7 4 1 7 4 7 3 1 7 3

7 2 7 1 6 4 2 6 4 1 6 4 6 2 6 1

3   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , ,  , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣
{ }

{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { }

5 4 2 5 4 1 5 4 5 3 1 5 3 5 2 5 1

4 2 4 1 3 1

,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , .

D

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z D

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

        (იხ. დიაგრამა 3ნახაზი  3.2-ზე);   

) { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

7 6 4 2 7 6 4 1 7 6 4 7 6 2 7 6 1

7 5 4 2 7 5 4 1 7 5 4 7 5 3 1 7 5 3

7 5 2 7 5 1 7 4 2 7 4 1 7 3 1

5

4   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { } { } { } { }4 2 5 3 1 5 4 1 6 4 2 6 4 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , .Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

     (იხ. დიაგრამა 4ნახაზი  3.2-ზე);   

) { } { } { } { }
{ }

7 6 4 2 7 6 4 1 7 5 4 1 7 5 4 2

7 5 3 1

5   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

      , , , , .

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣  

    (იხ. დიაგრამა  5 ნახაზი 3.2-ზე);   

) { } { } { } { }
{ } { } { } { }

7 4 3 1 7 2 1 7 6 5 4 4 2 1

6 2 1 7 6 3 1 7 3 2 5 3 2

6   , , , , , , , , , , , , , , , ,

      , , , , , , , , , , , , , , , .

Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

    (იხ დიაგამა 6 ნახაზი 3. 2-ზე);   

) { } { } { } { }
{ } { } { }

7 6 2 1 7 5 4 3 1 7 5 3 2 7 5 2 1

         
7 4 2 1 6 4 2 1 5 4 2 1

7   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , .

Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

(იხ დიაგამა 7 ნახაზი 3. 2-ზე);   

) { } { }7 6 4 2 1 7 5 4 2 18   , , , , , ; , , , , , .Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D
⌣ ⌣

(იხ დიაგამა 8ნახაზი 3. 2-ზე);   

) { }7 5 4 3 19   , , , , , .Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 9 ნახაზი 3. 2-ზე);   
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) { } { } { }
{ } { } { }

7 6 5 4 2 7 6 5 4 1 7 6 5 4

7 6 3 1 5 4 3 1 7 4 3 1

10  , , , , , , , , , , , , , , ,

      , , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

⌣

⌣ ⌣ ⌣  

(იხ დიაგამა 10 ნახაზი 3. 2-ზე);   

) { } { }7 6 5 4 2 7 6 5 4 111  , , , , , , , , , , , .Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D
⌣ ⌣

(იხ დიაგამა 11ნახაზი 3. 2-ზე);   

) { } { } { } { }7 6 5 4 3 1 7 6 3 2 1 7 4 3 2 1 5 4 3 2 112  , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , .Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D
⌣ ⌣ ⌣

 

(იხ დიაგამა 12ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }7 5 4 3 2 113)  , , , , , , .Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 13ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }7 6 5 4 3 114)  , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა14 ნახაზი 3. 2-ზე);  { }7 6 5 4 2 115)  , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 15 ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }7 6 5 4 3 2 116)  , , , , , , , .Z Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგრამა 16 ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { } { } { } { }3 2 2 1 6 5 4 6 3 1 4 3 117)  , , , , , . , , , , , , , , .Z Z D Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z
⌣ ⌣

 

        (იხ დიაგამა 17 ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { } { } { } { }6 5 4 6 5 4 2 6 5 4 1 4 3 1 6 3 118)  , , , , , , , , , , , , , , , , , , , .Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D
⌣ ⌣ ⌣

 

   (იხ დიაგამა 18 ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { }3 2 1 6 4 3 119) , , , , , , , .Z Z Z D Z Z Z Z
⌣

(იხ დიაგამა19 ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { }6 5 4 2 6 5 4 120) , , , , , , , , , ,Z Z Z Z D Z Z Z Z D
⌣ ⌣

(იხ დიაგამა 20ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }6 4 3 121)  , , , , ,Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 21ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { } { }7 6 4 3 1 5 3 2 1 7 3 2 122)  , , , , , , , , , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D
⌣ ⌣

 

        (იხ დიაგამა 22ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ } { } { }6 5 4 3 1 6 3 2 1 4 3 2 123)  , , , , , , , , , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D
⌣ ⌣

(იხ დიაგამა 23ნახაზი 3. 2-ზე);  

{ }6 5 4 3 124)  , , , , , ,Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 24ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }6 5 4 2 125)  , , , , , ,Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 25ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }6 4 3 2 126)  , , , , , ,Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 26ნახაზი 3. 2-ზე);   



54 

 

{ }7 5 3 2 127)  , , , , , ;Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 27ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }7 6 4 3 128)  , , , , , ,Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 28ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }6 5 4 3 2 129)  , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 29ნახაზი 3. 2-ზე);   

{ }7 6 4 3 2 130)  , , , , , , ,Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ დიაგამა 30ნახაზი 3. 2-ზე);   

დამტკიცება: ცხადია,  რომ D  ნახევარმესერის ყველა ერთელემენტიანი ქვესიმრავლე 

მის ქვენახევარმესერს წარმოადგენს. 

 D  ნახევარმესერის ორელემენტიან ქვესიმრავლეთა რიცხვი არის 2

8 28C = .  

{ } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 5

6 4 6 2 6 1 6 3 5 4 5 3 5 2

5 1 4 2 4 1 4 3 1 2 1

2 1 6 5 6 3 4 3 3 2

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , .

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z D

Z Z Z Z Z Z Z D Z D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

ადვილი შესამოწმებელია,  რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო ხუთი 

ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. 

D  ნახევარმესერის სამელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობა არის 2

8 56C = . ეს 

ქვესიმრავლეებია: 

{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

7 6 4 7 5 2 7 6 1 7 6 7 5 4 7 5 3

7 5 2 7 5 1 7 5 7 4 2 7 4 1 7 4

7 3 1 7 3 7 2 7 1 6 5 4 6 4 2

6 4 1 6 4 6 3 1 6 2 6

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z

⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣
{ } { }

{ } { } { } { } { } { }
1 5 4 2

5 4 1 5 4 5 3 1 5 3 5 2 5 1

, , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

Z D Z Z Z

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

4 3 1 4 2 4 1 3 2 3 1 2 1

4 2 1 3 2 1 7 6 5 7 6 3 7 4 3 7 3 2

7 2 1 6 5 3 6 5 2 6 5 1 6 5 6 4 3

5 3 2 6 3 2 6 3 6 2 1 5

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

⌣
{ } { }

{ } { }
4 3 5 2 1

4 3 2 4 3

, , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z D
⌣

 

ადვილიშესამოწმებელია,  რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო ოცი 

ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. D  ნახევარმესერის 

ოთხელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობა არის 4

8 70C = . ეს ქვესიმრავლეებია: 
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{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ }

7 6 5 4 7 6 4 2 7 6 4 1 7 5 4 2 7 6 4

7 6 3 7 6 3 1 7 5 3 1 7 6 2 7 6 1

7 5 4 1 7 5 4 7 5 3 7 5 2 7 5 1

7 4 3 1 7 4 2

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { }

7 4 1 7 3 2 7 3 1

7 2 1 6 2 1 5 4 3 1 5 4 2 6 5 4 2

6 5 4 6 5 4 1 6 4 3 1 6 5 3 1 6 4 2

6 4 1 6 3 1 4 3 1 4

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z

Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣
{ } { }

{ } { }
{ } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { }

2 1 5 3 2

5 4 1 5 3 1

7 6 2 1 7 5 4 3 7 5 3 2 7 6 3 2 7 6 5 3

7 5 2 1 7 4 3 2 7 4 3 7 4 2 1 7 6 4 3

7 3 2 1 7 6 5 2 7 6 5 1

, , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣

{ } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

7 6 5 6 5 4 3

6 5 3 2 6 5 2 1 6 5 2 6 5 1 6 4 3 2

6 4 3 6 3 2 1 6 3 2 5 4 3 2 5 4 3

5 4 2 1 5 3 2 1 5 2 1 4 3 2 1 4 3 2

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z D Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z Z

Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z

⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣
{ }

{ } { } { }3 2 1 6 5 3 6 4 2 1

,

, , , , , , , , , , , ,

D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z Z

⌣

⌣ ⌣
 

ადვილი შესამოწმებელია,  რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო 

ოცდაცამეტი ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. D  

ნახევარმესერის ხუთელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობა არის 5

8 56C = . ეს 

ქვესიმრავლეებია: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ }

7 6 5 4 2 7 6 5 4 1 7 6 5 4 7 6 4 1

7 6 4 2 7 6 3 1 7 6 2 1 7 5 4 3 1

7 5 4 2 7 5 4 1 7 5 3 2 7 5 3 1

7 5 2 1 7 4

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z Z

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣
{ } { } { }

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { }

3 1 7 4 2 1 7 3 2 1

6 5 4 3 1 6 5 4 2 6 5 4 1 6 4 3 1

6 4 2 1 6 3 2 1 5 4 3 1 5 4 2 1

5 3 2 1 4 3 2 1 7 6 4

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣
{ }3 1, ,Z

 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ }

7 6 5 3 2 7 6 5 3 1 7 6 5 3 7 6 5 2 1

7 6 5 2 7 6 5 1 7 6 4 3 2 7 6 4 3

7 6 4 2 1 7 6 3 2 1 7 6 3 2 7 6 5 4 3

7 5 4 3 2 7 5

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z

Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣

{ } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { }

4 3 7 5 4 2 1 7 5 3 2 1

7 4 3 2 1 7 4 3 2 6 5 4 3 2 6 5 4 3

6 5 4 2 1 6 5 3 2 1 6 5 3 2 6 5 3 1

6 5 2 1 6 4 3 2 1 6 4 3

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z

⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣
{ } { }

{ }
2 5 4 3 2 1

5 4 3 2

, , , , , , ,

, , , ,

D Z Z Z Z Z

Z Z Z Z D

⌣

⌣

 

ადვილი შესამოწმებელია,  რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო 

ოცდაცხრა ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. 
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D ნახევარმესერის ექვსელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობა არის 6

8 28C = . ეს 

ქვესიმრავლეებია: 

{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { }

7 6 5 4 3 1 7 6 5 4 2 5 4 3 2 1

7 6 5 4 1 7 5 4 2 1 6 4 3 2 1

7 6 4 3 1 7 6 4 2 1 7 6 3 2 1

7 5 4 3 1 7 5 3 2 1 7

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣
{ }

{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { } { }
{ }

4 3 2 1

6 5 4 3 1 6 5 4 2 1 7 6 5 4 3

7 6 5 3 2 1 7 6 5 4 2 1 7 6 5 3 2

7 6 5 3 1 7 6 5 2 1 7 6 4 3 2 1

7 6 4 3 2 7 5

, , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z D Z Z

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣

⌣ ⌣

⌣
{ }{ }

{ } { } { }
{ }

4 3 2 1 7 5 4 3 2

6 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 7 6 5 4 3 2

6 5 3 2 1

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , .

Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z D

⌣

⌣

⌣

 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო ცამეტი 

ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. D  ნახევარმესერის 

შვიდელემენტიან ქვესიმრავლეთა რაოდენობაა 7

8 8C = . ეს ქვესიმრავლეებია: 

{ } { }
{ } { }
{ }
{ } { }
{ }

7 6 5 4 3 1 7 6 5 4 2 1

7 6 4 3 2 1 7 5 4 3 2 1

6 5 4 3 2 1

7 6 5 4 3 2 1 7 6 5 3 2 1

7 6 5 4 3 2

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z D

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣

⌣

⌣  

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ზემოთ მოცემული ქვესიმრავლეებიდან ბოლო სამი 

ქვესიმრავლე D  ნახევარმესერის ქვენახევარმესერს არ წარმოადგენს. დამტკიცებული 

ლემიდან გამომდინარეობს, რომ ქვემოთ მოცემული დიაგრამები D  ნახევარმესერის ყველა 

ქვენახევარმესერთა დიაგრამებს ამოწურავს.

  

 

 

 

 

 

 

 
ნახ. 3.2 

•  
1 

2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  

30  17  18  20  25  23  24  29  19  21 26  22  27  28  
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ეხლა ამოვწეროთ  D  ნახევარმესერის ყველა ის ქვენახევარმესერები, რომლებიც არიან ΧΙ  

ქვენახევარმესერები. 

ლემა 3.3.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ
 
და 7Z ≠ ∅ . მაშინ ნახ. 2-ზე ნაჩვენები 17-30   

დიაგრამებით განსაზღვრული არცერთი ქვენახევარმესერი არ წარმოადგენს XI −

ნახევარმესერს. 

დამტკიცება: მოცემული ლემა დავამტკიცოთ 30-ე დიაგრამით განსაზღვრული 

ქვენახევარმესერისათვის. ვაჩვენოთ, რომ 30-ე დიაგრამით განსაზღვრული ნახევარმესერი არ 

წარმოადგენს XI − ნახევარმესერს. ვთქვათ { }6 5 4 3 2 1 0, , , , , ,Q T T T T T T T′ = და 

( ) { }0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,C Q P P P P P P P′ = არის სიმრავლეთა ოჯახი, სადაც 0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,P P P P P P P
 
არიან X  

სიმრავლის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი ქვესიმრავლეები და 0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

             
             

T T T T T T T
P P P P P P P

ϕ  =  
 

არის ასახვა Q ′ ქვენახევარმესერისა ( )C Q′ სიმრავლეში. მაშინ  მოცემული Q ′

ქვენახევარმესერისათვის ფორმალურ ტოლობებს ექნებათ შემდეგი სახე: 

0 0 1 2 3 4 6 7

1 0 2 3 4 6 7

2 0 1 3 4 6 7

3 0 2 4 6 7

4 0 3 6 7

5 0 3 7

6 0

,
,
,

,
,

T P P P P P P P
T P P P P P P
T P P P P P P
T P P P P P
T P P P P
T P P P
T P

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪ ∪
= ∪ ∪
=

 

სადაც 1 2 3 6, , ,P P P P
 
ელემენტები არიან ბაზისური წყაროები, ხოლო 0 4 7, ,P P P

 
ელემენტები არიან 

სისავსის წყაროები, ამიტომ 3X ≥ და 4δ = . ზემოთ მოცემული ფორმალური ტოლობებიდან 

გამოდინარეობს,რომ  

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

0

2 0 1

3 1 0 2

6 4 2 1 0 3

3 2 1 0 4

4 3 2 1 0 5

6 4 3 2 1 0 6

,    ,
, ,    
, , ,    ,
, , , , ,    ,
, , , ,    ,
, , , , ,    ,
, , , , , ,    ,

t

Q if t P
T T if t P
T T T if t P

Q T T T T T if t P
T T T T if t P
T T T T T if t P
T T T T T T if t P

 ′ ∈
 ∈
 ∈′ = ∈

∈
 ∈
 ∈

( )

7 0

2 1

3 2

6 3

7 4

7 5

7 6

,    
,    
,    

, ,    
,    
,    
,    

t

Z if t P
Z if t P
Z if t P

D D Z if t P
Z if t P
Z if t P
Z if t P

∈
 ∈
 ∈′ ′Λ = ∈
 ∈
 ∈
 ∈

 

ჩვენ მივიღეთ { }6 5 3 2, , ,Q T T T T∧′ = და ( ), tQ Q Q′ ′ ′Λ ∈ ყველა 0t T∈ . როგორც ვხედავთ Q ∧′

სიმრავლეში არ გვაქვს 4T ელემეტი და არც წარმოადგენს რომელიმე ელემენტების 

6T
 

5T
 

4T
 3T

 
2T

 1T
 

0T
 

ნახ. 3.3 
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გაერთიანებას მოცემული სიმრავლიდან,  ამიტომ 1.3 განსაზღვრებიდან გმომდინარეობს,  

რომ 30-ე დიაგრამით განსაზღვრული ნახევარმესერი არ წარმოადგენს XI − ნახევარმესერს. 

ლემა დამტკიცებულია. 

ახლა აღვწეროთ ( )2 ,8XΣ  კლასის ყველა XI -ქვენახევარმესერი. მანამდე კი განვიხილოთ 

შემდეგი თეორემები. 

ლემა  3.4  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ . მაშინ შემდეგი სიმრავლეებით ამოიწურებიან D  

ნახევარმესერის ყველა XI − ქვენახევარმესერი: 

) { } { } { } { } { } { } { } { }7 6 5 4 3 2 11   , , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z Z D
⌣

 (იხ.დიაგრამა 1 ნახაზი 3.4-ზე);   

) { } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { }

7 6 7 5 7 4 7 3 7 2 7 1 7 6 4 6 2 6 1 6

5 4 5 3 5 2 5 1 5 4 2 4 1 4 3 1 3

2 1

2   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , ;  

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z D

Z D Z D

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

     

(იხ.დიაგრამა 2ნახაზი 3.4-ზე);  

 ) { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

7 6 4 7 6 2 7 6 1 7 6 7 5 4 7 5 3 7 5 2 7 5 1

7 5 7 4 2 7 4 1 7 4 7 3 1 7 3 7 2 7 1

6 4 2 6 4 1 6 4 6 2 6 1

3   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣
{ } { } { }

{ } { } { } { } { } { } { }
5 4 2 5 4 1 5 4

5 3 1 5 3 5 2 5 1 4 2 4 1 3 1

, , , , , , , , , ,

      , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ;

Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

      

(იხ.დიაგრამა 3ნახაზი 3.4-ზე);   

) { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { }

7 6 4 2 7 6 4 1 7 6 4 7 6 2 7 6 1 7 5 4 2

7 5 4 1 7 5 4 7 5 3 1 7 5 3 7 5 2 7 5 1

7 4 2 7 4 1 7 3 1 6 4 2

4   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , ,  , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣
{ } { } { }

{ } { }
6 4 1 5 4 2

5 4 1 5 3 1

, , , , , , , , , ,

     , , , , , , , ;

D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

       

(იხ.დიაგრამა 4 ნახაზი 3.4-ზე);  

 
) { } { } { } { } { }7 6 4 2 7 6 4 1 7 5 4 2 7 5 4 1 7 5 3 15  , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

       
(იხ.დიაგრამა 5ნახაზი 3.4-ზე);   

) { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

7 6 5 4 7 6 3 1 7 4 3 1 7 3 2 7 2 1 6 2 1

5 4 3 1 5 3 2 5 2 1 4 2 1

6   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , , , , , , ;

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

      (იხ.დიაგრამა 6  ნახაზი 3.4-ზე);  
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) { } { } { } { } { }
{ }{ }

7 6 2 1 7 5 4 3 1 7 5 3 2 7 5 2 1 7 4 2 1

6 4 2 1 5 4 2 1

7  , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

    , , , , , , , ,

Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

    

 (იხ.დიაგრამა 7 ნახაზი 3.4-ზე);  

 

 
) { } { }7 6 4 2 1 7 5 4 2 18  , , , , , , , , , , , ;Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

⌣ ⌣
(იხ.დიაგრამა 8ნახაზი 3.4-ზე); 

) { }7 5 4 3 19  , , , , , ;Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ.დიაგრამა 9 ნახაზი 3.4-ზე);   

) { } { } { } { } { }
{ }

7 6 5 4 2 7 6 5 4 1 7 6 5 4 7 4 3 1 7 6 3 1

5 4 3 1

10   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

       , , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D

⌣ ⌣ ⌣

⌣

         

(იხ.დიაგრამა 10ნახაზი 3.4-ზე);  

 
) { } { }7 6 5 4 2 7 6 5 4 111   , , , , , , , , , , , ;Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

⌣ ⌣
(იხ.დიაგრამა 11 ნახაზი 3.4-ზე);  

) { } { } { } { }7 6 5 4 3 1 7 6 3 2 1 7 4 3 2 1 5 4 3 2 112   , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D
⌣ ⌣ ⌣

 

       (იხ.დიაგრამა 12ნახაზი 3.4-ზე);   

) { }7 5 4 3 2 113  , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ.დიაგრამა 13 ნახაზი 3.4-ზე);   

) { }7 6 5 4 3 114   , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ.დიაგრამა 14ნახაზი 3.4-ზე);   

) { }7 6 5 4 2 115   , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ.დიაგრამა 15ნახაზი 3.4-ზე);  
 

) { }7 6 5 4 3 2 116   , , , , , , , ;Z Z Z Z Z Z Z D
⌣

(იხ.დიაგრამა 16ნახაზი 3.4-ზე);   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2  

T  

T ′  

4  
T  

T ′  
T ′′  

T ′′′  

3  
T  

T ′  

T ′  

1  
T  

7  
T  

T ′  

T ′′  T ′′′  

T T′′ ′′′∪  

7
Z  

T  
T ′  
T ′′  
D
⌣

 

5  6  
T  

T ′  T ′′  

T T′ ′′∪  

9  
7

Z  

3Z  4Z  

5
Z  

D
⌣

 

1
Z  

7
Z  

T  
4

Z  
T ′′  T ′  

D
⌣

 

8  10  
T  

T ′  

T ′′′  

T ′′  
T T′ ′′∪  

ნახ. 3.4 

7
Z  

T ′  T  
4Z  

T ′′  
D
⌣

 

11 
T  

T ′  T ′′  

T T′ ′′∪  T ′′′  

T T T′ ′′ ′′′∪ ∪  

12  
7

Z  

5
Z  

3
Z  4

Z  
2

Z  1
Z  D

⌣
 

13  
7

Z  

5
Z  6

Z  
4

Z  3
Z  

1
Z  

D
⌣

 

14  
7

Z  

6
Z  

5
Z  

4Z  
2

Z  
1

Z  
D
⌣

 

15  16  
7

Z  

6Z  5Z  

2
Z  1Z  

D
⌣

 

3
Z  

4
Z  
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დამტკიცება: მოცემული ლემის 1)-55) პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს 

თეორემა   1.11-დან, ) )6 11− პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.12-დან.

)12 პირობის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.13-დან, ) 13
 
პირობის 

სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 2.1-დან, ) 14
 
პირობის სამართლიანობა 

გამომდინარეობს ლემა 2.3-დან, ) 15 პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა  

1.14-დან ) 16 პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა-2.5-დან. 
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4. ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ( )XB D

ნახევარჯგუფის იდეპოტენტური ელემენტები, როცა 7Z ≠ ∅  

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია ( )3 ,8XΣ
 
კლასით განსაზღვრული ბინარულ 

მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფები და აღწერილია მოცემული ნახევარჯგუფის 

იდემპოტენტური ელემენტები. განხილულია ის შემთხვევა, როცა X  სასრულო 

სიმრავლეა და 7Z ≠ ∅ . გამოყვანილია ფორმულები, რომელთა საშუალებითაც 

დათვლილია მოცემული ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტების რაოდენობა. 

ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

. ( ) 1,2,3,...,16iQ i =  

სიმბოლოებით აღვნიშნოთ შემდეგი სიმრავლეები: 

)1 { }1Q T= , სადაც T D∈           (იხ. დიაგრამა 1 ნახაზი  3.4-ზე) 

)2 { }2 , ,Q T T ′= სადაც ,T T D′∈ , T T ′⊂ ; (იხ. დიაგრამა 2 ნახაზი  3.4-ზე) 

)3 { }3 , , ,Q T T T′ ′′= სადაც , ,T T T D′ ′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ ; (იხ. დიაგრამა 3 ნახაზი  3.4-ზე) 

)4 { }4 , , , ,Q T T T T′ ′′ ′′′= სადაც , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ , 

(იხ. დიაგრამა 4 ნახაზი  3.4-ზე) 

)5 { }5 7 , , , , ,Q Z T T T D′ ′′=
⌣

სადაც 7 7, , , , ,  Z T T T D D Z T T T D′ ′′ ′ ′′∈ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⌣ ⌣

 

(იხ. დიაგრამა 5 ნახაზი  3.4-ზე) 

)6 { }6 , , , ,Q T T T T T′ ′′ ′ ′′= ∪ სადაც , ,T T T D′ ′′∈ ,  T T ′⊂ ,T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ (იხ. 

დიაგრამა 6 ნახაზი  3.4-ზე)  

)7 { }7 , , , , ,Q T T T T T T′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= ∪ სადაც T T T′ ′′⊂ ⊂ , T T T′ ′′′⊂ ⊂ , \T T′′ ′′′ ≠ ∅ , \T T′′′ ′′ ≠ ∅  

(იხ. დიაგრამა 7 ნახაზი  3.4-ზე) 

)8 { }8 7 4 2 1, , , , , ,Q Z T Z Z Z D=
⌣

სადაც { }6 5,T Z Z∈   (იხ. დიაგრამა 8 ნახაზი  3.4-ზე) 
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)9 { }9 7 5 4 3 1, , , , , ,Q Z Z Z Z Z D=
⌣

სადაც 7 5 3Z Z Z⊂ ⊂ , 7 5 4Z Z Z⊂ ⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ (იხ. 

დიაგრამა 9 ნახაზი  3.4-ზე) 

)10 { }10 , , , , ,Q T T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′= ∪ სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂  

(იხ. დიაგრამა 10 ნახაზი  3.4-ზე) 

)11 { }11 7 6 5 4, , , , , ,Q Z Z Z Z T D=
⌣

სადაც { }2 1,T Z Z∈ ,  (იხ. დიაგრამა 11 ნახაზი  3.4-ზე)    )12

{ }12 , , , , , ,Q T T T T T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= ∪ ∪ ∪ სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅

 T T′′ ′′′⊂ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ ,  (იხ. დიაგრამა 12  ნახაზი  3.4-ზე) 

)13 { }13 7 5 4 3 2 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z Z D=
⌣

სადაც 5 3Z Z⊂ , 5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ , 4 2Z Z⊂ ,   

1 2\Z Z ≠ ∅ , 2 1\Z Z ≠ ∅ ,  (იხ. დიაგრამა 13  ნახაზი  3.4-ზე) 

)14 { }14 7 6 5 4 3 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z Z D=
⌣

სადაც 6 4 6 3,  Z Z Z Z⊂ ⊂
 

 (იხ. დიაგრამა 14 ნახაზი  3.4-ზე)   

)15 { }15 7 6 5 4 2 1, , , , , ,Q Z Z Z Z Z Z D=
⌣

(იხ. დიაგრამა 15 ნახაზი  3.4-ზე) 

)16 { }16 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z Z Z D=
⌣

   (იხ. დიაგრამა 16 ნახაზი  3.4-ზე) 

თეორემა  4.1.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ , 7Z ≠ ∅ და ( )XB Dα ∈ . ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  

ბინარული მიმართება არის მოცემული ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი  მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს შემდეგი პირობებიდან 

ერთ-ერთს:  

)1 X Tα = × , სადაცT D∈ ; 

)2 ( ) ( )T TY T Y Tα αα ′ ′= × ∪ × , სადაც ,T T D′∈ , T T ′⊂ , { },T TY Yα α
′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: TY Tα ⊇ , TY Tα
′ ′∩ ≠ ∅ ; 

)3 ( ) ( ) ( )T T TY T Y T Y Tα α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × , სადაც , ,T T T D′ ′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ , { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ∉ ∅ და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: TY Tα ⊇ , T TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , TY Tα

′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα
′′ ′′∩ ≠ ∅ ; 
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)4 ( ) ( ) ( ) ( )T T T TY T Y T Y T Y Tα α α αα ′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × , სადაც , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ , 

{ }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

TY Tα ⊇ , 
T TY Y Tα α

′ ′∪ ⊇ , 

T T TY Y Y Tα α α
′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , TY Tα

′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα
′′ ′′∩ ≠ ∅ , TY Tα

′′′ ′′′∩ ≠ ∅ ; 

)5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T T TY Z Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც
7Z T T T D′ ′′⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⌣

{ }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 7 TY Y Tα α∪ ⊇ , 

7 T TY Y Y Tα α α
′ ′∪ ∪ ⊇ , 7 T T TY Y Y Y Tα α α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ∪ ⊇ , TY Tα ∩ ≠∅ , TY Tα
′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα

′′ ′′∩ ≠ ∅ , 

0Y Dα ∩ ≠ ∅
⌣

; 

)6 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T TY T Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც , ,T T T D′ ′′∈ ,  T T ′⊂ ,

T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ∉ ∅ დააკმაყოფილებსშემდეგ პირობებს 

T TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , T TY Y Tα α

′′ ′′∪ ⊇ , TY Tα
′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα

′′ ′′∩ ≠ ∅ ; 

)7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T T TY T Y T Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც T T T′ ′′⊂ ⊂ , 

T T T′ ′′′⊂ ⊂ , \T T′′ ′′′ ≠ ∅ , \T T′′′ ′′ ≠ ∅ { }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს TY Tα ⊇ T TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , T T TY Y Y Tα α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , T T TY Y Y Tα α α
′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ TY Tα

′ ′∩ ≠ ∅ , 

TY Tα
′′ ′′∩ ≠ ∅ , TY Tα

′′′ ′′′∩ ≠ ∅ ; 

)8 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 2 2 1 1 0TY Z Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც { }6 5,T Z Z∈ , 

{ }7 4 2 1, , , ,TY Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 7 TY Y Tα α∪ ⊇ , 

7 4 4TY Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 7 4 2 2TY Y Y Y Zα α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , 7 4 1 1TY Y Y Y Zα α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , TY Tα ∩ ≠∅ , 

4 4Y Zα ∩ ≠∅ 2 2Y Zα ∩ ≠∅ , 1 1Y Zα ∩ ≠∅ ; 

)9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც

7 5 3Z Z Z⊂ ⊂ , 7 5 4Z Z Z⊂ ⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ { }7 5 4 3 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α ∉ ∅ და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇

7 5 4 4Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Zα ∩ ≠∅ , 3 3Y Zα ∩ ≠∅ ,  4 4Y Zα ∩ ≠∅ , 0Y Dα ∩ ≠ ∅
⌣

; 
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)10 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y Tα α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × , სადაც T T ′⊂ , 

T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂ { }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: T TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , T TY Y Tα α

′′ ′′∪ ⊇ , TY Tα
′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα

′′ ′′∩ ≠ ∅ ,  

TY Tα
′′′ ′′′∩ ≠ ∅ ; 

)11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 0TY Z Y Z Y Z Y Z Y T Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც

{ }2 1,T Z Z∈ , { }7 6 5 0, , , ,TY Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

7 6 6Y Y Zα α∪ ⊇ , 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ 7 6 5 4 TY Y Y Y Y Tα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 6 6Y Zα ∩ ≠∅ , 5 5Y Zα ∩ ≠∅

TY Tα ∩ ≠ ∅ , 
0Y Dα ∩ ≠ ∅

⌣
; 

)12 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T T T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪ , 

სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , T T′′ ′′′⊂ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , 

( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ , , { }, , , ,T T T T T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:, 

T TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , T TY Y Tα α

′′ ′′∪ ⊇ T T TY Y Y Tα α α
′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ , TY Tα

′ ′∩ ≠ ∅ , TY Tα
′′ ′′∩ ≠ ∅

TY Tα
′′′ ′′′∩ ≠ ∅ ; 

)13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადც

5 3Z Z⊂ , 5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ , 4 2Z Z⊂ ,  1 2\Z Z ≠ ∅ , 2 1\Z Z ≠ ∅ , 

{ }7 5 4 3 2 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 

7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ 7 5 3 3Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 4Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 1 1Y Y Y Y Zα α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , 

5 5Y Zα ∩ ≠∅ , 3 3Y Zα ∩ ≠∅ , 4 4Y Zα ∩ ≠∅ 1 1Y Zα ∩ ≠∅ ; 

)14 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც

6 4Z Z⊂ , { }7 6 5 4 3 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 7 6 6Y Y Zα α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Zα ∩ ≠∅ , 6 6Y Zα ∩ ≠∅ , 

3 3Y Zα ∩ ≠∅ 0Y Dα ∩ ≠ ∅
⌣

; 

)15 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, 

სადაც { }7 6 5 4 2 1, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 6 6Y Y Zα α∪ ⊇ , 
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7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 
7 6 5 4 2 2Y Y Y Y Y Zα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 

7 6 5 4 1 1Y Y Y Y Y Zα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇  ,

6 6Y Zα ∩ ≠∅ , 
5 5Y Zα ∩ ≠∅ , 

2 2Y Zα ∩ ≠∅ 1 1Y Zα ∩ ≠∅ ; 

)16

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

სადაც { }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇

7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 
7 6 6Y Y Zα α∪ ⊇ , 

7 5 3 3Y Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 
7 5 6 4 2 2Y Y Y Y Y Zα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 

5 5Y Zα ∩ ≠∅ ,  6 6Y Zα ∩ ≠∅ , 3 3Y Zα ∩ ≠∅ , 2 2Y Zα ∩ ≠∅ . 

დამტკიცება:  ( )3 ,8XΣ
 
კლასის D  ნახევარმესერების განსაზღვრებიდან 

გამომდინარეობს, რომ ნახაზი 3.4-ზე მოცემული დიაგრამები D  ნახევარმესერის ყველაΧΙ -

ქვენახევარმესერთა დიაგრამებს ამოწურავს. ( )DΧΒ ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური 

ელემენტების კვაზინორმალურ წარმოდგენას, რომლებიც განსაზღვრულია მოცემული ΧΙ -

ნახევარმესერებით და Ζ ≠ ∅  პირობას აკმაყოფილებენ,  შეიძლება ჰქონდეთ ზემოთ 

მოცემული სახეებიდან ერთ-ერთი. ) )1 -5 პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს 

შედეგი1.1-დან, 6) -11)  პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.3-დან, )12

პირობის სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.5-დან, )13 პირობების სამართლიანობა 

გამომდინარეობს შედეგი 2.1-დან, )14 პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი  

2.5-დან,  ) 15 პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა13.11.1-დან და 16) 

პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი2.8-დან. 

ლემა 4.1.თუ X სასრულო სიმრავლეა, მაშინ სამართლიანია  შემდეგი ტოლობები: 

)a ( )1 8QΙ = ; 

)b ( ) ( )\ \

2 2 1 2
T T X T

Q
′ ′Ι = − ⋅ ; 

)c ( ) ( ) ( )\ \ \ \

3 2 1 3 2 3
T T T T T T X T

Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′Ι = − ⋅ − ⋅ ; 

)d ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \ \ \

4 2 1 3 2 4 3 4
T T T T T T T T T T X T

Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ ; 

)e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7
\ \ \\ \ \ \ \

5 2 1 3 2 4 3 5 4 5
D T D T X DT Z T T T T T T T T

Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

; 



66 

 

) ( ) ( ) ( ) ( )\\ \

6  2 1 2 1 4
X T TT T T T

Q
′ ′′∪′ ′′ ′′ ′Ι = − ⋅ − ⋅f ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \\ \ \ \ \

7 2 1 2 3 2 3 2 5
T T T X T TT T T T T T T T T T

Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∩ ∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅g  ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 47 4 4 1 2 1 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \ \

8  2 1 3 2 3 4 3 4 3 6 ;
X DZ Z ZT Z Z T Z T Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅h

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 3 43 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z Z D Z Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∪ ∪∩Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅i  

⌣ ⌣ ⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )\ \\ \ \

10  2 1 2 1 5 4 5
T T T T T TT T T T X T

Q
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′∪ ∪′ ′′ ′′ ′ ′′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅j ; 

) ( ) ( ) ( ) ( )4 4
\ \ \\ \ \ \

11  2 1 2 1 5 4 6 5 6
D T D T X DT T T T T Z T Z

Q
′′′′′ ′ ′′ ′′  Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

 
k

⌣ ⌣ ⌣

; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )\ \ \\ \

12  2 1 2 1 3 2 6
T T T T T T X T T TT T T T

Q
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪ ∪′ ′′′ ′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅l ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 7 3 4 3 4 4 2 4 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \ \

13  2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅m

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14  2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

QΙ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅n
⌣ ⌣ ⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15  2 1 2 1 4  5 4 5 4 7
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅o

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 3 5 4 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

16  2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

QΙ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅p
⌣

 

დამტკიცება: ) )1  5− ტოლობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.2-დან, ) )6 11−

ტოლობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.4-დან, 12) ტოლობის 

სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.6-დან, 13) ტოლობის სამართლიანობა 

გამომდინარეობს შედეგი 2.3-დან, 14)  ტოლობის სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 

2.6-დან, )15 ტოლობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი1.8-დან და  16) ტოლობის 

სამართლიანობა გამომდნიარეობს შედეგი 2.9-დან. 

თეორემა დამტკიცებულია.  
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ლემა 4.2.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )1I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით ( )1 8I Q∗ = . 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს, რომ   

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. 

ახლა შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები:  

{ } { } { } { } { } { } { } { }1 7 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 7 1 8, , , , , , ,D Z D Z D Z D Z D Z D Z D Z D D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = = =
⌣

, 

მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 5 6 7 8I Q I D I D I D I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + +  

(იხ თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის a) პირობას 

მივიღებთ, რომ  

( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 8I Q∗ = + + + + + + + =  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.3.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )2I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს, რომ  

{ }{ { } { } { } { } { } { } { } { }
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შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის b) პირობას 

მივიღებთ, რომ  
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ლემა დამტკიცებულია. 
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ლემა  4.4.  .  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )3I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს, რომ  

{ } { } { } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
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შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის c) პირობას 
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ლემა დამტკიცებულია. 
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ლემა 4.5.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )4I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:
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(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის d) პირობას 
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ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.6.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 
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ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.7.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 
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ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.8.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 
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7 7 4 2 1 7 6 2 1 7 5 2 1

7 5 3 2 7 5 4 3 1 6 4 2 1

5 4 2 1

, , , , , , , , , ,  , , , , ,

              , , , , , , , , , ,  , , , , ,  

              , , , ,

XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣
 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ } { } { }
{ }

1 7 4 2 1 2 7 6 2 1 3 7 5 2 1

5 7 5 3 2 6 7 5 4 3 1 6 6 4 2 1

7 5 4 2 1

, , , , ,  , , , , ,   , , , , ,

, , , , ,   , , , , ,  , , , , ,  

, , , , ,

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D

′ ′ ′= = =
′ ′ ′= = =
′ =

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣

 

მივიღებთ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 1 2 3 4 5 6 7I Q I D I D I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის g) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 66 7 1 2 1 2 2 1 2 1

3 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3 1

3 2 55 7 3 2 3 2 2 3 2 3

\\\ \ \ \ \

7

\\ \ \ \ \ \

\\\ \ \ \ \

2 1 2 3 2 3 2 5

            2 1 2 3 2 3 2 5

            2 1 2 3 2 3 2 5

            

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗

∩

∩

= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+

⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 55 7 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 44 7 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 44 6 1 2 1 2 2 1 2 1

4

\\\ \ \ \ \

\\\ \ \ \ \

\\\ \ \ \ \

\

2 1 2 3 2 3 2 5

            2 1 2 3 2 3 2 5

            2 1 2 3 2 3 2 5

            2

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z

∩

∩

∩

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+

⌣

⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 1 2 1 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \

1 2 3 2 3 2 5
X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z∩− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.9.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )8I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 46 7 4 6 4 6 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 45 7 4 5 4 5 1 2 1 2 2 1 2 1

\\\ \ \ \ \ \ \

8

\\\ \ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

            2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗

∩

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣  

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ } { }{ }8 7 6 4 2 1 7 5 4 2 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }1 7 6 4 2 1 2 7 5 4 2 1, , , , , ,  , , , , ,D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D′ ′= =
⌣ ⌣

 

მივიღებთ
( ) ( ) ( )8 1 2I Q I D I D∗ ′ ′= +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის h) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 46 7 4 6 4 6 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 45 7 4 5 4 5 1 2 1 2 2 1 2 1

\\\ \ \ \ \ \ \

8

\\\ \ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

            2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗

∩

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣  
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ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.10.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )9I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z D Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }9 7 6 5 4 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

.შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: 

{ }1 7 6 5 4 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

მივიღებთ ( ) ( )9 1I Q I D∗ ′=
 

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის i) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z D Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.11.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე მაშინ 

( )10I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 46 5 5 6

1 16 3 3 6

1 14 3 3 4

6 5 5 6 2 4 2 4 2

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \ \

2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 5 5 6 1 4 1 4 1

1 14 3 3 4

\ \ \ \ \

\ \ \\ \

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ { } { }
{ } { } { }}

10 7 6 5 4 7 6 3 1 7 4 3 1

7 6 5 4 2 7 6 5 4 1 5 4 3 1

, , , , ,   , , , , , , , , , ,   

              , , , , ,  , , , , ,  , , , ,

XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣

⌣  

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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{ } { } { }
{ } { } { }

1 7 6 5 4 2 7 6 3 1 3 7 4 3 1

4 7 6 5 4 2 5 7 6 5 4 1 6 5 4 3 1

, , , , ,   , , , , , , , , , ,   

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,  

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D

′ ′ ′= = =

′ ′ ′= = =

⌣ ⌣ ⌣

⌣

 

მივიღებთ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 1 2 3 4 5 6
I Q I D I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის j) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 46 5 5 6

1 16 3 3 6

1 14 3 3 4

6 5 5 6 2 4 2 4 2

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \ \

2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 5 5 6 1 4 1 4 1

1 14 3 3 4

\ \ \ \ \

\ \ \\ \

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.12.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე მაშინ 

( )11I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 5 5 6 2 4 2 4

1 16 5 5 6 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

11

\ \ \\ \ \ \

2 1 2 1 5 4 6 5 6

              2 1 2 1 5 4 6 5 6

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ   

{ } { }{ }11 7 6 5 4 2 7 6 5 4 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }1 7 6 5 4 2 2 7 6 5 4 1, , , , , , , , , , , ,D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D′ ′= =
⌣ ⌣

 

მივიღებთ
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( ) ( ) ( )11 1 2I Q I D I D∗ ′ ′= +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის k) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 5 5 6 2 4 2 4

1 16 5 5 6 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

11

\ \ \\ \ \ \

2 1 2 1 5 4 6 5 6

              2 1 2 1 5 4 6 5 6

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.13.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )12I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

\\ \ \ \

2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ } { } { }{ { }}12 7 6 5 4 3 1 7 6 3 2 1 7 4 3 2 1 5 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }
{ } { }

1 7 6 5 4 3 1 2 7 6 3 2 1

3 7 4 3 2 1 4 5 4 3 2 1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

D Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

′ ′= =

′ ′= =

⌣

⌣ ⌣

 

მივიღებთ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3 4I Q I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′= + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .4.1-ის l) პირობას 

მივიღებთ,რომ  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

\\ \ \ \

2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.14.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )13I Q∗ -ისსიმძლავრეგამოითვლებაფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2 55 7 3 4 3 4

4 2 4 2 2 1 2 1

\\ \ \

13

\\ \ \ \

2 1 2 3 2

                 3 2 4 3 7 ;

Z Z ZZ Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − ⋅
⌣  

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }13 7 5 4 3 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 7 5 4 3 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

მივიღებთ ( ) ( )13 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .4.1-ის m) პირობას მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2 55 7 3 4 3 4

4 2 4 2 2 1 2 1

\\ \ \

13

\\ \ \ \

2 1 2 3 2

                 3 2 4 3 7 ;

Z Z ZZ Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − ⋅
⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.15.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაში

( )14I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }14 7 6 5 4 3 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 7 6 5 4 3 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

მივიღებთ ( ) ( )14 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .4.1-ის n) პირობას მივიღებთ,რომ  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 4.16.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )15I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }15 7 6 5 4 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 7 6 5 4 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

მივიღებთ ( ) ( )15 1
I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .4.1-ის o) პირობას მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა4.17.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )16I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }16 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა { }1 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

 

მივიღებთ ( ) ( )16 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .4.1-ის p) პირობას მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 
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თეორემა 4.2.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე და ( )I D

არის ყველა იდემპოტენტების  სიმრავლე, მაშინ მათი რაოდენობის გამოსათვლელ 

ფორმულას ექნება შემდეგი სახე: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 11 13 14 15 16         

I D I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q

I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= + + + + + + + +
+ + + + + + + +

 

დამტკიცება.მოცემული თეორემის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.7-ის c) 

პირობიდან. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

მაგალითი  2.1.ვთქვათ { }1,2,3,4,5X = ,  

{ } { } { } { } { }0 1 2 3 6 4 5 71 ,  2 ,  3 , 4 ,  5 ,  P P P P P P P P= = = = = = = =∅ . 

მაშინ ფორმალური ტოლობების გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ { }1, 2,3, 4,5D =
⌣

, 

{ }1 1,3, 4,5Z = , { }2 1, 2,4,5Z = , { }3 1,3,5Z = , { }4 1,4,5Z = , { }5 1,5Z = , { }6 1, 4Z = ,  { }7 1Z = და  

{ } { } { } { } { } { } { }{ { }}1 , 1,4 , 1,5 , 1,4,5 , 1,3,5 , 1, 2,4,5 , 1,3,4,5 , 1,2,3, 4,5 .D =  

სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

( )1 8I Q∗ = , ( )2 147I Q∗ = , ( )3 241I Q∗ = , ( )4 75I Q∗ = , ( )5 5I Q∗ = , ( )6 46I Q∗ = ,  

( )7
19I Q∗ = , ( )8

2I Q∗ = , ( )9
1I Q∗ = , ( )10

24I Q∗ = , ( )11
2I Q∗ = , ( )12

9I Q∗ = , ( )13
1I Q∗ = ,

( )14 1I Q∗ = , ( )15 1I Q∗ = , ( )16 1I Q∗ = , 583DI = . 
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5. ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ( )XB D
 

ნახევარჯგუფების იდეპოტენტური ელემენტები, როცა 7Z =∅   

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფები. განხილულია ის 

შემთხვევა, როცა X სასრულო სიმრავლეა და 7Z =∅ . გამოყვანილია ფორმულები, 

რომელთა საშუალებითაც დათვლილია მოცემული ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური 

ელემენტების რაოდენობა. 

ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

. ( ) 1, 2,3,...,16iQ i = სიმბოლოებით 

აღვნიშნოთ შემდეგი სიმრავლეები: 

)1 { }1Q = ∅ , სადაცT D∈ (იხ.დიაგრამა 1 ნახაზი 3.4-ზე) 

)2 { }2 , ,Q T ′= ∅ სადაც ,T T D′∈ , T T ′⊂ ; (იხ.დიაგრამა2 ნახაზი 3.4-ზე) 

)3 { }3 , , ,Q T T′ ′′= ∅ სადაც , ,T T T D′ ′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ ; (იხ.დიაგრამა3 ნახაზი 3.4-ზე) 

)4 { }4 , , , ,Q T T T′ ′′ ′′′= ∅ სადაც , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ ,(იხ.დიაგრამა4 ნახაზი 3.4-

ზე) 

)5 { }5 , , , , ,Q T T T D′ ′′= ∅
⌣

სადაც 7 7, , , , ,  Z T T T D D Z T T T D′ ′′ ′ ′′∈ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
⌣ ⌣

,(იხ.დიაგრამა  5 

ნახაზი 3.4-ზე) 

)6 { }6 , , , ,Q T T T T′ ′′ ′ ′′= ∅ ∪ სადაც , ,T T T D′ ′′∈ ,  T T ′⊂ ,T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , 

 (იხ.დიაგრამა6ნახაზი 3.4-ზე) 

)7 { }7 , , , , ,Q T T T T T′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= ∅ ∪ სადაცT T T′ ′′⊂ ⊂ , T T T′ ′′′⊂ ⊂ , \T T′′ ′′′ ≠∅ , \T T′′′ ′′ ≠∅  

(იხ.  დიაგრამა  7 ნახაზი 3.4-ზე) 

)8 { }8 4 2 1, , , , , ,Q T Z Z Z D= ∅
⌣

სადაც { }6 5,T Z Z∈   (იხ.დიაგრამა8 ნახაზი 3.4-ზე) 

)9 { }9 5 4 3 1, , , , , ,Q Z Z Z Z D= ∅
⌣

სადაც 7 5 3Z Z Z⊂ ⊂ , 7 5 4Z Z Z⊂ ⊂ , 3 4\Z Z ≠∅ , 4 3\Z Z ≠∅  
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(იხ.დიაგრამა9ნახაზი 3.4-ზე) 

)10 { }10 , , , , ,Q T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′= ∅ ∪ სადაცT T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂

(იხ. დიაგრამა 10 ნახაზი 3.4-ზე) 

)11 { }11 6 5 4, , , , , ,Q Z Z Z T D= ∅
⌣

სადაც { }2 1,T Z Z∈   (იხ.დიაგრამა11 ნახაზი 3.4-ზე) 

)12 { }12 , , , , , ,Q T T T T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= ∅ ∪ ∪ ∪ სადაცT T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ ,   

 T T′′ ′′′⊂ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅   (იხ.დიაგრამა 12 ნახაზი 3.4-ზე) 

)13 { }13 5 4 3 2 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z D= ∅
⌣

სადაც 5 3Z Z⊂ , 5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠∅ , 4 3\Z Z ≠∅ , 4 2Z Z⊂ , 

1 2\Z Z ≠∅ , 2 1\Z Z ≠∅   (იხ.დიაგრამა  13 ნახაზი 3.4-ზე) 

)14 { }14 6 5 4 3 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z D= ∅
⌣

სადაც 6 4 6 3,  Z Z Z Z⊂ ⊂  (იხ.დიაგრამა14 ნახაზი 3.4-ზე) 

)15 { }15 6 5 4 2 1, , , , , ,Q Z Z Z Z Z D= ∅
⌣

იხ.დიაგრამა   15 ნახაზი 3.4-ზე) 

)16 { }16 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,Q Z Z Z Z Z Z D= ∅
⌣

   (იხ.დიაგრამა 16 ნახაზი 3.4-ზე) 

თეორემა   5.1.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ , 7Z = ∅ და ( )XB Dα∈ . ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  

ბინარული მიმართება არის მოცემული ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ელემენტი  მაშინ 

და მხოლოდ მაშინ, როცა α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს შემდეგი პირობებიდან 

ერთ-ერთს:  

)1 α =∅ ; 

)2 ( ) ( )7 TY Y Tα αα ′ ′= ×∅ ∪ × , სადაც T D′∅≠ ∈ ,  { }TYα
′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს 7Y
α ⊇∅ , TY T

α
′ ′∩ ≠∅ ; 

)3 ( ) ( ) ( )7 T TY Y T Y Tα α αα ′ ′′′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × , სადაც T T D′ ′′∅ ≠ ⊂ ∈
⌣

, { },T TY Yα α
′ ′′ ∉ ∅ და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ , 7 TY Y Tα α
′ ′∪ ⊇ , TY Tα

′ ′∩ ≠∅ , TY Tα
′′ ′′∩ ≠∅ ; 
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)4 ( ) ( ) ( ) ( )7 T T TY Y T Y T Y Tα α α αα ′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × , სადაც T T T D′ ′′ ′′′∅≠ ⊂ ⊂ ∈ ,  

{ }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ , 7 TY Y Tα α

′ ′∪ ⊇ , 

7 T TY Y Y T
α α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , TY T
α
′ ′∩ ≠∅ , TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ , TY T

α
′′′ ′′′∩ ≠∅ ; 

)5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 0T T TY Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 7Z T T T D′ ′′≠ ⊂ ⊂ ⊂
⌣

, 

{ }0, , ,T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ , 7 TY Y Tα α∪ ⊇ , 

7 T TY Y Y T
α α α

′ ′∪ ∪ ⊇ , 7 T T TY Y Y Y T
α α α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ∪ ⊇ , TY T
α ∩ ≠∅ , TY T

α
′ ′∩ ≠∅ , TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ , 

0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

; 

)6 ( ) ( ) ( ) ( )( )7 T T T TY Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , 

{ },T TY Yα α
′ ′′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 TY Y T

α α
′ ′∪ ⊇ , 7 TY Y T

α α
′′ ′′∪ ⊇ , 

TY T
α
′ ′∩ ≠∅, TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ ; 

)7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )7 T T T T TY Y T Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც T T′ ′′∅ ≠ ⊂ , T T′ ′′′∅ ≠ ⊂ , 

\T T′′ ′′′ ≠ ∅ , \T T′′′ ′′ ≠ ∅ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y

α ⊇∅

T TY Y T
α α

′ ′∪ ⊇ , T T TY Y Y T
α α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , T T TY Y Y T
α α α

′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ TY T
α
′ ′∩ ≠∅ , TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ , 

TY T
α
′′′ ′′′∩ ≠∅ ; 

)8 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 4 4 2 2 1 1 0T
Y Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
, სადაც { }6 5,T Z Z∈ , 

{ }4 2 1, , ,TY Y Y Yα α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y
α ⊇∅ , 7 TY Y T

α α∪ ⊇ , 

7 4 4TY Y Y Zα α α∪ ∪ ⊇ , 7 4 2 2TY Y Y Y Zα α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , 7 4 1 1TY Y Y Y Zα α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , TY Tα ∩ ≠∅ , 

4 4Y Z
α∩ ≠∅ 2 2Y Z

α ∩ ≠∅, 1 1Y Z
α ∩ ≠∅; 

)9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 5 3Z Z⊂ , 

5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ { }5 4 3 1 0, , , ,Y Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: 7Y
α ⊇∅ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 4 4Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z
α ∩ ≠∅ , 

3 3Y Z
α ∩ ≠∅ ,  4 4Y Z

α ∩ ≠∅ , 0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

; 
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)10 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )7 T T T T TY Y T Y T Y T T Y Tα α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × , სადაც \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  

\T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 TY Y T
α α

′ ′∪ ⊇ , 7 TY Y T
α α

′′ ′′∪ ⊇ , TY T
α
′ ′∩ ≠∅, TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ ,  TY T

α
′′′ ′′′∩ ≠∅; 

)11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 0T
Y Y Z Y Z Y Z Y T Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
, სადაც { }2 1,T Z Z∈ , 

{ }6 5 0, , ,TY Y Y Yα α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇

7 6 5 4 TY Y Y Y Y Tα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 6 6Y Zα ∩ ≠∅ , 5 5Y Zα∩ ≠∅ TY Tα∩ ≠∅, 0Y Dα ∩ ≠∅
⌣

; 

)12 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )7 T T T T T T T TY Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪ , 

სადაც \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , T T′′ ′′′⊂ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠∅ , , 

{ }, , ,T T T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 TY Y T

α α
′ ′∪ ⊇ , 7 TY Y T

α α
′′ ′′∪ ⊇

7 T TY Y Y Tα α α
′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ , TY Tα

′ ′∩ ≠∅ , TY Tα
′′ ′′∩ ≠∅ TY Tα

′′′ ′′′∩ ≠∅; 

)13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 5 3Z Z⊂ , 

5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ , 4 2Z Z⊂ ,  1 2\Z Z ≠∅ , 2 1\Z Z ≠∅ , , 

{ }5 4 3 2 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇

7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 4Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 1 1Y Y Y Y Z
α α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z

α∩ ≠∅, 3 3Y Z
α ∩ ≠∅ , 

4 4Y Zα∩ ≠∅ 1 1Y Zα ∩ ≠∅; 

)14 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 6 4Z Z⊂ , 

{ }6 5 4 3 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 5 5Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 6 6Y Y Z

α α∪ ⊇ , 

7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z

α ∩ ≠∅ , 6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 3 3Y Z

α ∩ ≠∅ 0Y D
α∩ ≠∅
⌣

; 

)15 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 2 2 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც

{ }6 5 4 2 1, , , ,Y Y Y Y Yα α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ , 

7 6 5 4 2 2Y Y Y Y Y Z
α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 7 6 5 4 1 1Y Y Y Y Y Z

α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 5 5Y Z

α ∩ ≠∅ , 

2 2Y Z
α ∩ ≠∅ 1 1Y Z

α ∩ ≠∅; 
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)16 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α α αα= ×∅∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

,სადაც 

{ }6 5 4 3 2 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 

7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 6 4 2 2Y Y Y Y Y Z
α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z

α ∩ ≠∅ ,  6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 

3 3Y Z
α ∩ ≠∅ , 2 2Y Z

α ∩ ≠∅ ; 

დამტკიცება: მოცემული თეორემის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 4.1-დან. 

ლემა 5.1. თუ X სასრულო სიმრავლეა, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

)a ( )1 1QΙ = ; 

)b ( ) ( ) \

2 2 1 2
T X T

Q
′ ′Ι = − ⋅ ; 

)c ( ) ( ) ( )\ \ \

3 2 1 3 2 3
T T T T T X T

Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′Ι = − ⋅ − ⋅ ; 

)d ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \ \

4 2 1 3 2 4 3 4
T T T T T T T T T X T

Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ ; 

)e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \\ \ \ \

5 2 1 3 2 4 3 5 4 5
D T D T X DT T T T T T T T T

Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

; 

) ( ) ( ) ( ) ( )\\ \

6  2 1 2 1 4
X T TT T T T

Q
′ ′′∪′ ′′ ′′ ′Ι = − ⋅ − ⋅f ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \\ \ \ \

7 2 1 2 3 2 3 2 5
T T T X T TT T T T T T T T T

Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∩ ∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅g  ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 44 4 1 2 1 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

8  2 1 3 2 3 4 3 4 3 6 ;
X DZ Z ZT Z T Z T Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅h

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 3 43 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z Z D Z Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∪ ∪∩Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅i  

⌣ ⌣ ⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )\ \\ \ \

10
  2 1 2 1 5 4 5

T T T T T TT T T T X T
Q

′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′∪ ∪′ ′′ ′′ ′ ′′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅j ; 

) ( ) ( ) ( ) ( )4 4
\ \ \\ \ \ \

11  2 1 2 1 5 4 6 5 6
D T D T X DT T T T T Z T Z

Q
′′′′′ ′ ′′ ′′  Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

 
k

⌣ ⌣ ⌣

; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )\ \ \\ \

12
  2 1 2 1 3 2 6

T T T T T T X T T TT T T T
Q

′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪ ∪′ ′′′ ′′Ι = − ⋅ − ⋅ − ⋅l ; 
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) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 3 4 3 4 4 2 4 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

13  2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅m

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14  2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

QΙ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅n
⌣ ⌣ ⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15  2 1 2 1 4  5 4 5 4 7
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Q
∩Ι = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅o

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 3 5 4 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

16  2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

QΙ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅p
⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 4.1-დან. 

ლემა  5.2  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )1 1I Q∗ = . 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ { }1 XIQϑ = ∅

.შემოვიღოთ აღნიშვნა: { }1D′ = ∅ მივიღებთ 

( ) ( )1 1 1I Q I D∗ ′= =  

(იხ თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის a) პირობას 

მივიღებთ,რომ ( )1 1.I Q∗ =  

ლემა დამტკიცებულია.  

ლემა  5.3.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )2
I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 6 5 5 4 4

3 3 2 2 1 1

\ \ \ \

2

\ \ \

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

            2 1 2 2 1 2  + 2 1 2    

D D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z

I Q
Χ Χ Χ Χ∗

Χ Χ Χ

= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +

+ − ⋅ + − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ { } { } { } { } { } { }}2 6 5 4 3 2 1, , , , ,  , , , , , , ,

            
XIQ D Z Z Z Z Z Zϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 



88 

 

{ } { } { }
{ } { } { } { }

1 2 6 3 5

4 4 5 3 6 2 7 1

, ,   , ,   , ,   

, ,   , ,   , , ,

D D D Z D Z

D Z D Z D Z D Z

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

⌣

 

მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 5 6 7I Q I D I D I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + +

 

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის b) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 6 5 5 4 4

3 3 2 2 1 1

\ \ \ \

2

\ \ \

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

               2 1 2 2 1 2 2 1 2             

D D Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z

I Q
Χ Χ Χ Χ∗

Χ Χ Χ

= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +

− ⋅ + − ⋅ + − ⋅

⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.4. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )3I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 21 2

3 3 4 43 4

5 5 6 65 6

\ \ \ \ \ \

3

\ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

I Q
Χ Χ∗

Χ Χ

Χ Χ

= − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 4 6 4 6 6 2 6 2 64 2

6 1 6 1 6 5 4 5 4 51 4

5 3 5 3 5 3 5 2 5 2 5 2

5

\ \ \ \\ \

\ \ \ \\ \

\ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

             + 2

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z

Χ Χ

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

−( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 5 1 5 1 4 2 4 2 4 2

3 1 3 1 34 1 4 1 4 1 1

\ \ \ \ \ \

\ \\ \ \ \

1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ } { } { } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { }}

3 1 2 3 4 5 6 6 4

6 2 6 1 5 4 5 3 5 2 5 1 4 2

4 1 3 1

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , ,

XIQ Z D Z D Z D Z D Z D Z D Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

6 6 7 6 4 8 6 2 9 6 1 10 5 4

11 5 3 12 5 2 13 5 1 14 4 2

, , ,    , , ,    , , ,    , , ,    , , ,

, , ,    , , ,   , , ,   , , ,   , , ,

, , ,  , , ,  , , ,   , , ,  

D Z D D Z D D Z D D Z D D Z D

D Z D D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z

D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

{ }
{ }

15 4 1

16 3 1

, , ,

, ,  

Z Z

D Z Z

= ∅
′ = ∅

 

მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16           

I Q I D I D I D I D I D I D I D I D I D

I D I D I D I D I D I D I D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + +
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +

 

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის c) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 21 2

3 3 4 43 4

5 5 6 65 6

\ \ \ \ \ \

3

\ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z

I Q
Χ Χ∗

Χ Χ

Χ Χ

= − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 4 6 4 6 6 2 6 2 64 2

6 1 6 1 6 5 4 5 4 51 4

5 3 5 3 5 3 5 2 5 2 5 2

5

\ \ \ \\ \

\ \ \ \\ \

\ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

             + 2

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z

Χ Χ

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

−( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 5 1 5 1 4 2 4 2 4 2

3 1 3 1 34 1 4 1 4 1 1

\ \ \ \ \ \

\ \\ \ \ \

1 3 2 3 2 1 3 2 3

            2 1 3 2 3 2 1 3 2 3

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.5. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )4I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

4 4 2 26 4 6 4 6 6 2 6 2 6

1 1 4 46 1 6 1 6 5 4 5 4 5

5 3

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

4

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z

I Q
Χ Χ∗

Χ Χ

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3 2 25 3 5 5 2 5 2 5

1 1 2 25 1 5 1 5 4 2 4 2 4

4 1 4 1 4

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

\ \

2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

DZ Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 13 1 3 1 3

5 4 5 4 5 5 4 5 4 52 4 2 4 2 1 4 1 4 1

5 3 5 3 5 1 3 1 3

\ \ \ \ \ \\ \

\ \ \ \\ \ \ \ \ \

\ \ \ \

3 4 2 1 3 2 4 3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4 2 -1 3 - 2 4 -3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4

Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ × × +

+ ⋅ ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 4 6 4 61 2 4 2 4 2

6 4 6 4 6 1 4 1 4 1

\ \\ \ \ \

\ \ \ \ \

2 -1 3 - 2 4 -3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4

             

Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ

+ ⋅ × × +

+ ⋅ ⋅ ⋅
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { }

4 6 4 7 6 2 6 1 5 4 5 3

5 2 5 1 4 2 4 1 3 1

5 4 2 5 4 1 5 3 1 6 4

, , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,

             , , , ,   , , , ,   , , , ,  , , , ,  , , ,     

             , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , ,

XI
Q Z Z D Z Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { }2 6 4 1,  , , , ,Z Z Z∅

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ }

1 6 4 2 6 2 3 6 1 4 5 4

5 5 3 6 5 2 7 5 1 8 4 2

9 4 1 10 3 1 11 6 4 2 12 6 4 1

13 5 4 2 1

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

, , , ,

D Z Z D D Z Z D D Z Z D D Z Z D

D Z Z D D Z Z D D Z Z D D Z Z D

D Z Z D D Z Z D D Z Z Z D Z Z Z

D Z Z Z D

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

{ } { }4 5 4 1 15 5 3 1, , , , , , , ,Z Z Z D Z Z Z′= ∅ = ∅

 

მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15            

I Q I D I D I D I D I D I D I D I D

I D I D I D I D I D I D I D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + +
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +

 

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის d) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

4 4 2 26 4 6 4 6 6 2 6 2 6

1 1 4 46 1 6 1 6 5 4 5 4 5

5 3

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

4

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3
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D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z

I Q
Χ Χ∗

Χ Χ

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3 2 25 3 5 5 2 5 2 5

1 1 2 25 1 5 1 5 4 2 4 2 4

4 1 4 1 4

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

\ \ \ \ \ \\ \ \ \

\ \

2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4 3 4 2 1 3 2 4 3 4

            2 1 3 2 4

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

DZ Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 13 1 3 1 3

5 4 5 4 5 5 4 5 4 52 4 2 4 2 1 4 1 4 1

5 3 5 3 5 1 3 1 3

\ \ \ \ \ \\ \

\ \ \ \\ \ \ \ \ \

\ \ \ \

3 4 2 1 3 2 4 3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4 2 -1 3 - 2 4 -3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4

Z D Z D D Z D Z DZ Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ Χ

− ⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ × × +

+ ⋅ ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 4 6 4 61 2 4 2 4 2

6 4 6 4 6 1 4 1 4 1

\ \\ \ \ \

\ \ \ \ \

2 -1 3 - 2 4 -3 4

             2 -1 3 - 2 4 -3 4

             

Z Z Z Z ZZ Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ Χ

Χ

+ ⋅ × × +

+ ⋅ ⋅ ⋅

 

ლემა დამტკიცებულია. 
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ლემა 5.6.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z = ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )5I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 4 6 4 6 2 4 2 4

1 16 4 6 4 6 1 4 1 4

2 25 4 5 4 5 2 4 2 4

\ \ \\ \ \ \

5

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

       

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
Χ∗

Χ

Χ

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 15 4 5 4 5 1 4 1 4

1 15 3 5 3 5 1 3 1 3

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

     2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ

Χ

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ

{ } { } { }{
{ } { }}

5 6 4 2 6 4 1 5 4 2

5 4 1 5 3 1

, , , , , , , , , , , , , , ,

                , , , , , , , , , .

XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D

ϑ = ∅ ∅ ∅

∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ } { }

1 6 4 2 2 6 4 1 3 5 4 2

4 5 4 1 5 5 3 1

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  , , , , .

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅

′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5I Q I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის e) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 4 6 4 6 2 4 2 4

1 16 4 6 4 6 1 4 1 4

2 25 4 5 4 5 2 4 2 4

\ \ \\ \ \ \

5

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

       

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z
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D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
Χ∗

Χ

Χ

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 15 4 5 4 5 1 4 1 4

1 15 3 5 3 5 1 3 1 3

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

     2 1 3 2 4 3 5 4 5

            2 1 3 2 4 3 5 4 5

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

Χ

Χ

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 
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ლემა 5.7.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z = ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )6I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

5 6 6 5 3 6 6 34 1

3 4 4 3 3 2 2 31

1 2 2 1

\ \ \ \\ \

6

\\ \ \ \\

\\ \

2 1 2 1 4 2 1 2 1 4

             2 1 2 1 4 2 1 2 1 4

             2 1 2 1 4

Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

DZ Z Z Z Z Z Z ZZ

DZ Z Z Z

I Q
Χ Χ∗

ΧΧ

Χ

= − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣
 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ

{ } { } { } { }{ { }}6 2 1 6 5 4 6 3 1 4 3 1 3 2, , , ,  , , , , , , , ,  , , , ,  , , ,XIQ Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ } { }

1 2 1 2 6 5 4 3 6 3 1

4 4 3 1 5 3 2

, , , ,   , , , ,  , , , ,  

 , , , ,  , , ,

D Z Z D D Z Z Z D Z Z Z

D Z Z Z D Z Z D

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅ = ∅

⌣

⌣
 

მივიღებთ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 1 2 3 4 5            I Q I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის f) პირობას 

მივიღებთ,რომ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

5 6 6 5 3 6 6 34 1

3 4 4 3 3 2 2 31

1 2 2 1

\ \ \ \\ \

6

\\ \ \ \\
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              2 1 2 1 4

Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

DZ Z Z Z Z Z Z ZZ

DZ Z Z Z

I Q
Χ Χ∗

ΧΧ

Χ

= − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣
 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.8. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )7I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 66 1 2 1 2 2 1 2 1

3 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3 1
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\\ \ \ \ \
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∩∗

∩

∩
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⌣
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∩

∩
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⌣
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ   

{ }{ { } { }
{ } { }

7 4 2 1 6 2 1 5 2 1

5 3 2 5 4 3 1

, , , , , , , , , ,  , , , , ,

              , , , , , , , , ,
XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D
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ϑ = ∅ ∅ ∅
∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣  

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 
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{ } { }
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D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D
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′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣

 

მივიღებთ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 1 2 3 4 5I Q I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის g) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 66 1 2 1 2 2 1 2 1

3 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3 1
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15
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\\ \ \ \ \
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∩∗

∩

∩

= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
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+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
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⌣

⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 5 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 44 1 2 1 2 2 1 2 1

\\ \ \ \ \

\\ \ \ \ \
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∩

∩

⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.9.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )8I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 46 7 4 6 4 6 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 45 7 4 5 4 5 1 2 1 2 2 1 2 1

\\\ \ \ \ \ \ \

8

\\\ \ \ \ \ \ \
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            2 1 3 2 3 4 3 4 3 6
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X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗

∩

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣  
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ 

{ } { }{ }8 6 4 2 1 5 4 2 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅
⌣ ⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }1 6 4 2 1 2 5 4 2 1, , , , , ,  , , , , ,D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D′ ′= ∅ = ∅
⌣ ⌣

 

მივიღებთ 

( ) ( ) ( )8 1 2

            

I Q I D I D∗ ′ ′= +
 

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის h) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 46 4 6 4 6 1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 45 4 5 4 5 1 2 1 2 2 1 2 1

\\\ \ \ \ \ \

8

\\\ \ \ \ \ \

2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

            2 1 3 2 3 4 3 4 3 6

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗

∩

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.10. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )9
I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z D Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ }9 6 5 4 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

.შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 6 5 4 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მივიღებთ ( ) ( )9 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .5.1-ის i) პირობას მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z D Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა5.11.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ

( )10I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 46 5 5 6

1 16 3 3 6

1 14 3 3 4

6 5 5 6 2 4 2 4 2

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \ \

2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 5 5 6 1 4 1 4 1

1 14 3 3 4

\ \ \ \ \

\ \ \\ \

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ  

{ }{ { } { }
{ } { }

10 6 5 4 6 3 1 4 3 1

6 5 4 2 6 5 4 1

, , , , ,   , , , , , , , , , ,   

              , , , , ,  , , , ,

XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅

∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები 

{ } { } { }
{ } { }

1 6 5 4 2 6 3 1 3 4 3 1

4 6 5 4 2 5 6 5 4 1

, , , , ,   , , , , , , , , , ,   

, , , , ,  , , , ,

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z Z D Z Z Z Z

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣

 

მივიღებთ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 1 2 3 4 5I Q I D I D I D I D I D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის j) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 46 5 5 6

1 16 3 3 6

1 14 3 3 4

6 5 5 6 2 4 2 4 2

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \ \

2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

             2 1 2 1 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )6 5 5 6 1 4 1 4 1\ \ \ \ \
             2 1 2 1 5 4 5

           

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა5.12.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )11I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 5 5 6 2 4 2 4

1 16 5 5 6 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

11

\ \ \\ \ \ \

2 1 2 1 5 4 6 5 6

              2 1 2 1 5 4 6 5 6

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ   

{ } { }{ }11 6 5 4 2 6 5 4 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅
⌣ ⌣

 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }1 6 5 4 2 2 6 5 4 1, , , , , , , , , , , ,D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D′ ′= ∅ = ∅
⌣ ⌣

 

მივიღებთ
 

( ) ( ) ( )11 1 2I Q I D I D∗ ′ ′= +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის k) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 5 5 6 2 4 2 4

1 16 5 5 6 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

11

\ \ \\ \ \ \

2 1 2 1 5 4 6 5 6

              2 1 2 1 5 4 6 5 6

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.13.ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z = ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )12I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣
 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ 

{ } { } { }{12 6 5 4 3 1 6 3 2 1 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅ ∅
⌣ ⌣

შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: { } { } { }1 6 5 4 3 1 2 6 3 2 1 3 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , ,D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
⌣ ⌣
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მივიღებთ
 

( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3I Q I D I D I D∗ ′ ′ ′= + +  

(იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის l) პირობას 

მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

             2 1 2 1 3 2 6

            

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣

⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.14 .  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )13I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2 55 3 4 3 4

4 2 4 2 2 1 2 1

\ \ \

13

\\ \ \ \

2 1 2 3 2

                 3 2 4 3 7 ;

Z Z ZZ Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − ⋅
⌣  

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ 

{ }{ }13 5 4 3 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 5 4 3 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მივიღებთ ( ) ( )13 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .5.1-ის m) პირობას მივიღებთ,რომ  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2 55 3 4 3 4

4 2 4 2 2 1 2 1

\ \ \

13

\\ \ \ \

2 1 2 3 2

                 3 2 4 3 7 ;

Z Z ZZ Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ − ⋅
⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა5.15. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )14I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣
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დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ 

{ }{ }14 6 5 4 3 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 6 5 4 3 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მივიღებთ ( ) ( )14 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .5.1-ის n) პირობას მივიღებთ,რომ: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა5.16.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )15I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ

{ }{ }15 6 5 4 2 1, , , , , , .XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა: { }1 6 5 4 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მივიღებთ ( ) ( )15 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და 

ლემა .5.1-ის o) პირობას მივიღებთ,რომ 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 5.17. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე, მაშინ 

( )16I Q∗ -ის სიმძლავრე გამოითვლება ფორმულით:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვაქვს,რომ

{ }{ }16 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა:

{ }1 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მივიღებთ ( ) ( )16 1I Q I D∗ ′= (იხ. თეორემა  1.7). თუ 

გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას და ლემა .5.1-ის p) პირობას მივიღებთ,რომ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

I Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 5.2.  ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z =∅ .თუ X არის სასრულო სიმრავლე და ( )I D

არის ყველა იდემპოტენტების  სიმრავლე, მაშინ მათი რაოდენობის გამოსათვლელ 

ფორმულას ექნება შემდეგი სახე: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 11 13 14 15 16         

I D I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q

I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q I Q

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= + + + + + + + +
+ + + + + + + +

 

დამტკიცება: მოცემული თეორემის სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 4.2-დან. 

მაგალითი 5.1. ვთქვათ { }1,2,3,4X = , მაშინ ფორმალური ტოლობების გათვალისწინებით 

მივიღებთ, რომ { }1,2,3,4D=
⌣

, { }1 2,3,4Z = , { }2 1,3,4Z = , { }3 2,4Z = , { }4 3,4Z = , { }5 4Z = , { }6 3Z =

,  { }7Z = ∅ , და ( ) 448.I D =
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6. ( )3 ,8X∑ კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ბინარულ 

მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების მაქსიმალური ქვეჯგუფები 

ამ პარაგრაფში მოცემულია ( )3 ,8X∑  კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული 

ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების მაქსიმალური ქვეჯგუფების 

სრული აღწერა. 

( ),XG D ε  სიმბოლოთი აღვნიშნოთ ( )XB D ნახევარჯგუფის მაქსიმალური 

ქვეჯგუფი, რომლის ერთეული არის ( )XB D ნახევარჯგუფის ε იდემპოტენტური 

ბინარული მიმართება. გამომდინარე აქედან შევნიშნოთ, რომ თუ ნახევარჯგუფს 

იდემპოტენტური ელემენტი არ გააჩნია, მაშინ ამ ნახევარჯგუფს ქვეჯგუფიც არ 

გააჩნია. 

თეორემა 6.1. ნებისმიერი ( )XB Dε ∈  იდემპოტენტური ელემენტისათვის ( ),XG D ε

ჯგუფი ანტიიზომორფულია ( , )V D ε ნახევარმესერის ყველა  სრული 

ავტომორფიზმების ჯგუფისა. 

ლემა 6.1.იმ ნახევარმესერების ავტომორფოზმთა რიცხვა, რომლებიც განსაზ- 

ღვრული არიან ნახაზი  3.4 –ის 1), 2), 3), 4), 5), 12), 13), 14) და 16)დიაგრამებით, 

ტოლია  1-ის;იმ ნახევარმესერების ავტომორფოზმთა რიცხვა, რომლებიც განსაზ- 

ღვრული არიან ნახაზი 3.4-ის 6), 7), 8), 9), 10) და 11)დიაგრამებით ტოლია  2 -ის; იმ 

ნახევარმესერების ავტომორფოზმთა რიცხვა, რომლებიც განსაზღვრული არიან 

ნახაზი 3.4-ის 15)დიაგრამით, ტოლია  4-ის. 

დამტკიცება:მოცემული ლემა დავამტკიცოთ იმ ნახევარმესერისათვის, რომელიც 

განსაზღვრულია ნახაზი 3.4-ის მე-15)-ე დიაგრამით. დანარჩენი შემთხვევები 

დამტკიცდება ანალოგიურად. 

ვთქვათ { }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,Q T T T T T T T T=  (იხ ფიგურა. 6.1). ჩვენი მიზანია ვაჩვენოთ, რომ 

მოცემული Q ნახევარმესერის ავტომორფიზმთა რიცხვი ტოლია 1-ის. მართლაც 

( ),i i iT n m სიმბოლოთი აღვნიშნოთ Q ნახევარმესერის ისეთი iT ელემენტები, რომ 

ii Tn Q= , 
ii Tm Q= ɺɺ (იხ  (1.1)). თუ ϕ არის Q ნახევარმესერის ნებისმიერი 
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ავტომორფიზმი,მაშინ ( )i jT Tϕ = მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა i jn n= და i jm m= , ე.ი.

( ) ( ), ,i i j jn m n m= . 

Q ნახევარმესერისათვის გვექნება  

( )0 0 1,8 ,T T= ( )1 1 2,6 ,T T= ( )2 2 2,5 ,T T= ( )3 3 3,3 ,T T=  

( )4 4 4,4 ,T T= ( )5 5 6,2 ,T T= ( )6 6 5,2 ,T T= ( )7 6 8,1 ,T T=
 

 

 

ნახ . 6.1.               

მივიღეთ, რომ ( )i iT Tϕ = ნებისმიერი 0,1, 2,..., 6i = , რადგანაც ( ) ( ), ,i i j jn m n m=

ტოლობა სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა i j= .    

ამრიგად, Q ნახევარმესერის ავტომორფიზმთა რიცხვი ტოლია 1.  

ლემა დამტკიცებულია. 

თეორემა  6.1. ( )XB D ნახევარჯგუფის ნებისმიერი ε  ბინარული მიმართები-

სათვის ( )XB D ნახევარჯგუფის ( ),XG D ε  ქვეჯგუფი წარმოადგენს ჯგუფს,რომლის 

რიგი არის ერთის, ორის ან ოთხის ტოლი. 

დამტკიცება.ვთქვათ ε არის ( )XB D ნახევარჯგუფის ნებისმიერი ბინარული 

მიმართება.ახლა, თუ ( ),V D ε ნახევარმესერის ყველა სრულ ავტომორფიზმთა ჯგუფს  

Φსიმბოლოთი აღვნიშნავთ, მაშინ 6.1 თეორემის თანახმად გვექნება, რომ ( ),XG D ε და

Φჯგუფები ანტიიზომორფულია. 

მოცემული თეორემის დასამტკიცებლად ε ბინარული მიმართების მიმართ 

განვიხილოთ შემდეგი შემთხვევები: 

1)თუ ε  იდემპოტენტურიბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 4.1-ის 

და თეორემა 5.1-ის ) ) ) ) ) ) ) )1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  12 ,  13 ,  14  და )16 პირობებს, მაშინ ( ),V D ε

ნახევარმესერის დიაგრამებს შესაბამისად ექნებათ ნახაზი 3.4-ის 1, 2, 3, 4, 5, 12, 13, 14  

და16 სახე. ამიტომამ შემთხვევაში ( ),V D ε ნახევარმესერის ავტომორფიზმთა რიცხვი 

0T
 

1T  2T  

3T  4T  

5T
6T  

7T  
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ტოლი იქნება ერთის(იხ. ლემა6.1). ახლა თუ გავითვალისწინებთ თეორემა 6.1-ს, ჩვენ 

მივიღებთ, რომ ( ), 1XG D ε = . 

2)თუ ε  იდემპოტენტურიბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 4.1-ის 

და თეორემა 5.1-ის ) ) )6 ,  7 ,  8 ,  9),  10)   და  11) პირობებს, მაშინ ( ),V D ε ნახევარმესერის 

დიაგრამებს შესაბამისად ექნებათ ნახაზი 3.4-ის 6-11 სახე. ამიტომ ამ შემთხვევაში 

( ),V D ε ნახევარმესერის ავტომორფიზმთა რიცხვი ტოლი იქნება ორის(იხ. ლემა6.1). 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ თეორემა 6.1-ს, ჩვენ მივიღებთ, რომ. ( ), 2
X

G D ε = . 

3)თუ ε  იდემპოტენტურიბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 4.1-ის და 

თეორემა 5.1-ის )15 პირობას, მაშინ ( ),V D ε ნახევარმესერის დიაგრამებს შესაბამისად 

ექნებათ ნახაზი 3.4-ის 15)სახე.ამიტომამ შემთხვევაში ( ),V D ε ნახევარმესერის 

ავტომორფიზმთარიცხვი ტოლი იქნება ოთხის(იხ. ლემა6.1). ახლა თუ 

გავითვალისწინებთ თეორემა 6.1-ს, ჩვენ მივიღებთ, რომ ( ), 4XG D ε = . 

რადგანაც ნახაზი 3.4-ის  დიაგრამები ამოწურავს D  ნახევარმესერის ყველა ΧΙ

ქვენახევარმესერებს, ამიტომ ( )XB D  ნახევარჯგუფის იდემპოტენტური ბინარული 

მიმართებები თეორემა 4.1-ის და თეორემა 5.1-ის ) )1 16− პირობებით ამოიწურებიან. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ ( )XB D ნახევარჯგუფისნებისმიერი ε  

იდემპოტენტურიბინარული მიმართებისათვის ( )XB D  ნახევარჯგუფის ( ),XG D ε

ქვეჯგუფის რიგი ტოლია  ერთის, ორის ან ოთხის. 

თეორემა დამტკიცებულია. 
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7. კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრულიბინარულ 

მიმართებათა 

სრული ( )DBX ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტები, როცა 7Z ≠∅  

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფები და აღწერილია 

მათი რეგულარული ელემენტები. განხილულია ის შემთხვევა, როცა X სასრულო 

სიმრავლეა და 7Z ≠∅ . გამოყვანილია ფორმულები, რომელთა საშუალებითაც 

დათვლილია მოცემული ნახევარჯგუფის რეგულარული  ელემენტების რაოდენობა. 

თეორემა  7.1.ვთქვათ და . ( )XB D  

ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება არის მოცემული ნახევარჯგუფის 

რეგულარული ელემენტი  მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა არსებობს ϕ  სრული  α −

იზომორფიზმი ( ),V D α ნახევარმესერისა D  ნახევარმესერის რომელიღაც D′

ქვენახევარმესერზე, რომელიც აკმაყოფილებს ქვემოთ მოცემული პირობებიდან ერთ-

ერთს:   

, სადაც ; 

, სადაც , , და აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: , ; 

, სადაც , , 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , , , 

; 

, სადაც , 

, და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , , 

; 

, სადაც , 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

( )3 ,8XΣ

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅

)1 X Tα = × T D∈

)2 ( ) ( )T T
Y T Y Tα αα ′ ′= × ∪ × ,T T D′∈ T T ′⊂ { },T TY Yα α

′ ∉ ∅

( )TY Tα ϕ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅

)3 ( ) ( ) ( )T T TY T Y T Y Tα α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × , ,T T T D′ ′′∈ T T T′ ′′⊂ ⊂ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ∉ ∅

( )TY Tα ϕ⊇ ( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅

( )TYα ϕ′′ ∩ ≠∅

)4 ( ) ( ) ( ) ( )T T T TY T Y T Y T Y Tα α α αα ′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂

{ }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′∉ ∅ ( )TY Tα ϕ⊇

( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )T T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅ ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅

( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅

)5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T T T
Y Z Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
7Z T T T D′ ′′⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⌣

{ }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ∉ ∅

7 7Y Z
α ⊇
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, , , , 

, , ; 

, სადაც ,  , 

, , , და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

, , , ; 

, სადაც, , 

, , და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: , , 

, , ; 

, სადაც , 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , , 

, , ; 

, სადაც

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , ,  , 

; 

, სადაც , , 

,  ,  და აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: , , , ,  

; 

, სადაც , 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , ; 

სადაც , , , , ,  , 

, და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

, , , 

; 

( )7 TY Y Tα α ϕ∪ ⊇ ( )7 T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′∪ ∪ ⊇ ( )7 T T TY Y Y Y Tα α α α ϕ′ ′′ ′′∪ ∪ ∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ∩ ≠∅

( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅ ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ 0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

)6 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T TY T Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , ,T T T D′ ′′∈ T T ′⊂ T T ′′⊂

\T T′ ′′ ≠ ∅ \T T′′ ′ ≠ ∅ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′∉ ∅

( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )T TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅

)7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T T TY T Y T Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ T T T′ ′′⊂ ⊂

T T T′ ′′′⊂ ⊂ \T T′′ ′′′ ≠ ∅ \T T′′′ ′′ ≠ ∅ { }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′∉∅

( )TY Tα ϕ⊇ ( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )T T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ ( )T T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇

( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅ ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅

)8 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 2 2 1 1 0T
Y Z Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
{ }6 5,T Z Z∈

{ }7 4 2 1, , , ,TY Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅
7 7Y Z
α ⊇

( )7 TY Y Tα α ϕ∪ ⊇ 7 4 4TY Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 7 4 2 2TY Y Y Y Z

α α α α∪ ∪ ∪ ⊇ 7 4 1 1TY Y Y Y Z
α α α α∪ ∪ ∪ ⊇

( )TY Tα ϕ∩ ≠∅ 4 4Y Z
α∩ ≠∅ 2 2Y Z

α ∩ ≠∅ 1 1Y Z
α ∩ ≠∅

)9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 5 5 4 4 3 3 1 1 0
Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣

{ }7 5 4 3 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α ∉ ∅ 7 7Y Z
α ⊇

7 5 5Y Y Z
α α∪ ⊇ 7 5 3 3Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 4 4Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 5 5Y Z

α∩ ≠∅ 3 3Y Z
α ∩ ≠∅ 4 4Y Z

α ∩ ≠∅

0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

)10 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y T
α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × T T′⊂ T T ′′⊂

\T T′ ′′ ≠ ∅ \T T′′ ′ ≠ ∅ T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂ { }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′∉ ∅

( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )T TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠ ∅

( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅

)11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 0TY Z Y Z Y Z Y Z Y T Y Dα α α α α αα = × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

{ }2 1,T Z Z∈

{ }7 6 5 0, , , ,TY Y Y Y Yα α α α α∉∅ 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇

( )7 6 5 4 TY Y Y Y Y Tα α α α α ϕ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 6 6Y Z
α ∩ ≠∅ 5 5Y Z

α∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ∩ ≠∅ 0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

)12 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T T T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪

T T ′⊂ T T ′′⊂ \T T′ ′′ ≠ ∅ \T T′′ ′ ≠ ∅ T T′′ ′′′⊂ ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠∅

( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠∅ { }, , , ,T T T T T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∉∅

( )T TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ ( )T TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇ ( )T T TY Y Y Tα α α ϕ′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅

( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅
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, სადაც 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , , , 

; 

, სადაც 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , 

, , , , ; 

, სადაც 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , , 

, , , 

; 

, სადაც 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: , , , 

, , ,  , , 

; 

 

დამტკიცება: ( )3 ,8XΣ კლასის D

ნახევარმესერებისგანსაზღვრებიდანგამომდინარეობს,რომ  ნახაზი 3.4-ზე 

მოცემულიდიაგრამები D ნახევარმესერისყველაქვენახევარმესერთა 

დიაგრამებსამოწურავს. ( )DΧΒ ნახევარჯგუფისრეგულარული 

ელემენტებისკვაზინორმალურწარმოდგენას,რომლებიცგანსაზღვრულიამოცემული

ΧΙ -ნახევარმესერებითდააკმაყოფილებს Ζ ≠ ∅ პირობას, 

შეიძლებაჰქონდესზემოთმოცემულისახეებიდანერთ-ერთი.1)-5)პირობების 

სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.15-დან, 6)-11)პირობების 

სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა1.17-დან, 12)პირობების სამართლიანობა 

გამომდინარეობს თეორემა 1.19-დან, 13)პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს 

თეორემა 2.1-დან, 14)პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა  2.3-

დან,15) პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს თეორემა 1.15-დან და  

16)პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  2.7-დან. 

ლემა  7.1.თუ სასრულო სიმრავლეა, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

)13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α αα= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣

{ }7 5 4 3 2 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α∉∅ 7 7Y Z
α ⊇ 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇

7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 4 4Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 4 1 1Y Y Y Y Z
α α α α∪ ∪ ∪ ⊇ 5 5Y Z

α∩ ≠∅ 3 3Y Z
α ∩ ≠∅

4 4Y Z
α∩ ≠∅ 1 1Y Z

α ∩ ≠∅

)14 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α αα= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣

{ }7 6 5 4 3 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α∉∅ 7 5 5Y Y Z
α α∪ ⊇

7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ 7 5 3 3Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ 5 5Y Z
α ∩ ≠∅ 6 6Y Z

α ∩ ≠∅ 3 3Y Z
α ∩ ≠∅ 0Y D

α∩ ≠∅
⌣

)15 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 5 4 4 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

{ }7 6 5 4 2 1, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α∉∅
7 6 6Y Y Zα α∪ ⊇ 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇

7 6 5 4 2 2Y Y Y Y Y Zα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 7 6 5 4 1 1Y Y Y Y Y Zα α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 6 6Y Zα ∩ ≠∅ 5 5Y Zα ∩ ≠∅ 2 2Y Zα ∩ ≠∅

1 1Y Zα ∩ ≠∅

)16 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 6 6 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α α αα= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣ { }7 6 5 4 3 2 1 0, , , , , , ,Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α∉∅

7 7Y Z
α ⊇ 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇

7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 6 4 2 2Y Y Y Y Y Z

α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 5 5Y Z
α ∩ ≠∅ 6 6Y Z

α ∩ ≠∅ 3 3Y Z
α ∩ ≠∅

2 2Y Z
α ∩ ≠∅

X
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; 

; 

; 

; 

; 

; 

; 

; 

; 

; 

 

;
 

; 

დამტკიცება: პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 1.2-დან,

პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 1.4-დან, 12) პირობის 

სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 1.6-დან, 13)პირობის სამართლიანობა 

გამომდინარეობს შედეგი  2.3-დან, 14) პირობის სამართლიანობა გამომდინარეობს 

შედეგი 2.6-დან, პირობების სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 1.8-დან და 

16) პირობის სამართლიანობა გამომდინარეობს შედეგი 2.9-დან. 

თეორემა დამტკიცებულია. 

)a ( )1
8R Q∗ =

)b ( ) ( )\ \

2 2 1 2
T T X T

R Q
′ ′∗ = − ⋅

)c ( ) ( ) ( )\ \ \ \

3 2 1 3 2 3
T T T T T T X T

R Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′∗ = − ⋅ − ⋅

)d ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \ \ \

4 2 1 3 2 4 3 4
T T T T T T T T T T X T

R Q
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅

)e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7
\ \ \\ \ \ \ \

5 2 1 3 2 4 3 5 4 5
D T D T X DT Z T T T T T T T T

R Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

) ( ) ( ) ( ) ( )\\ \

6  2 1 2 1 4
X T TT T T T

R Q
′ ′′∪′ ′′ ′′ ′∗ = − ⋅ − ⋅f

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \\ \ \ \ \

7 2 1 2 3 2 3 2 5
T T T X T TT T T T T T T T T T

R Q
′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∩ ∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅g  

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 47 4 4 1 2 1 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \ \

8
  2 1 3 2 3 4 3 4 3 6 ;

X DZ Z ZT Z Z T Z T Z Z Z Z Z Z Z Z
R Q

∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅h
⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 3 43 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;
D Z Z D Z Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∪ ∪∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅i  

⌣ ⌣ ⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )\ \\ \ \

10  2 1 2 1 5 4 5
T T T T T TT T T T X T

R Q
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′∪ ∪′ ′′ ′′ ′ ′′′∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅j

) ( ) ( ) ( ) ( )4 4
\ \ \\ \ \ \

11  2 1 2 1 5 4 6 5 6
D T D T X DT T T T T Z T Z

R Q
′′′′′ ′ ′′ ′′∗  = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

 
k

⌣ ⌣ ⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )\ \ \\ \

12  2 1 2 1 3 2 6
T T T T T T X T T TT T T T

R Q
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪ ∪′ ′′′ ′′∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅l

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 7 3 4 3 4 4 2 4 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \ \

13  2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅m

⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14  2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅n
⌣ ⌣ ⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15  2 1 2 1 4  5 4 5 4 7
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅o

⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 3 5 4 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

16
  2 1 2 2 1 3 2 5 4 8

X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z
R Q∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅p

⌣

) )1  5−

) )6 11−

)15
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ლემა  7.2.  ვთქვათ და 7Z ≠∅ . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა და ( )1R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის ყველა 

რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 7.1-ის 

1) პირობას, მაშინ 

. 

დამტკიცება:ვთქვათ ( )XB Dα ∈ ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის პირობას, მაშინ მოცემული ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას ექნება შემდეგი სახე რომელიღაც -სათვის. ადვილი 

დასანახია, რომ ყველა -სათვის. ( )XB Dα ∈  ბინარული მიმართება 

არის რეგულარული ელემენტი, ამიტომაც . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის 2) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში , სადაც და 

. D  ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება: 

 

ადვილი დასანახია, რომ და . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები:  

 

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

…(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  7.3. ვთქვათ და .თუ X  სასრული 

სიმრავლეა და ( )3R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის ყველა 

)1 { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

( )1 8R Q
∗ =

)1

X Tα = × T D∈

α α α=� T D∈

( )1 8R Q
∗ =

)2

{ }2 ,Q T T ′= ,T T D′∈

T T ′⊂

{ }{ { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }}

2 7 6 5 4 3 2 1 7 6 7 5

7 4 7 3 7 2 7 1 6 4 6 2 6 1 5 4 5 3

5 2 5 1 4 2 4 1 3 1

, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

              , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

              , , , , , , , , ,

XIQ Z D Z D Z D Z D Z D Z D Z D Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

( )2 2, 1Q QΦ = ( )2 23QΩ =

{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

1 7 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2

7 1 8 7 6 9 7 5 10 7 4 11 7 3 12 7 2

13 7 1 14 6 4 15 6 2 16 6 1 17 5 4 18 5

, ,   , ,   , ,   , ,   , ,   , ,

, ,   , ,  , ,  , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

D Z D D Z D D Z D D Z D D Z D D Z D

D Z D D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z

D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z

′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =
′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =
′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

{ }
{ } { } { } { } { }

3

19 5 2 20 5 1 21 4 2 22 4 1 23 3 1

,

, , , , , , , , , ,

Z

D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z′ ′ ′ ′ ′= = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23

           

          

          

R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 7.1-ის 

2) პირობას, მაშინ 

. 

დამტკიცება:ვთქვათ . მაშინ ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალური წარმოდგენას აქვს შემდეგი სახე რომელიღაც 

, -სათვის და თეორემა 7.1-ის 2) პირობის ძალით 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: და . ნახევარმესერის 

განმარტების თანახმად გვაქვს, რომ და , რადგანაც და 

შესაბამისად წარმოადგენენ  ნახევარმესერის მინიმალურ და მაქსიმალურ 

ელემენტებს. ამრიგად 7TY Zα ⊇ და TY Dα
′ ∩ ≠∅
⌣

. ბოლო ტოლობებიდან გამომდინარეობს, 

რომ ( )1R Dα ′∈ . ამასთან სამართლიანია ჩართვა ( ) ( )1R D R D′ ′⊆ , სადაც { }2 3 22, ......D D D D′ ′ ′ ′∈

. თუ გავითვალისწინებთ (1)ტოლობას მივიღბთ ( ) ( )2 1R Q R D∗ ′= . ამასთან 

( ) ( )2 1R Q R D∗ ′= . მოცემული ტოლობით და ლემა 7.1-ს b) პირობისთანახმად გვექნება: 

( ) ( )7\ \

2 23 2 1 2
D Z X D

R Q∗ = ⋅ − ⋅
⌣ ⌣

. 

ლემა დამტკიცებულია. 

ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის 3) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში  , სადაც

და . D  ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება: 

 

ადვილი დასანახია, რომ და .შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

 

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( )7\ \

2 23 2 1 2
D Z X D

R Q∗ = ⋅ − ⋅
⌣ ⌣

( )23R Dα ′∈ α

( ) ( )T TY T Y Tα αα ′ ′= × ∪ ×

, ,T T D′∈ T T′⊂ { },T TY Yα α
′ ∉ ∅

3TY Zα ⊇ 1TY Zα
′ ′∩ ≠ ∅ D

3 7Z Z⊇ 1D Z⊇
⌣

7Z D
⌣

D

)c

{ }2 , ,Q T T T′ ′′= , ,T T T D′ ′′∈

T T T′ ′′⊂ ⊂

{ } { } { } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

3 7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 6 4

7 6 2 7 6 1 7 5 4 7 5 3 7 5 2 7 5 1 7 4 2

7 4 1 7 3 1 6 4 2 6 4 1 6 4

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , ,

XIQ Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣
{ } { }

{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { }}

6 2 6 1

5 4 2 5 4 1 5 4 5 3 1 5 3 5 2 5 1

4 2 4 1 3 1

, , , , , ,

            , , , , , , , , ,  , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , ,

Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z D

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( )3 3, 1Q QΦ = ( )3 31QΩ =

{ } { } { } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

3 7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 6 4

7 6 2 7 6 1 7 5 4 7 5 3 7 5 2 7 5 1 7 4 2

7 4 1 7 3 1 6 4 2 6 4 1 6 4

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , ,

XIQ Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣
{ } { }

{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { } { }}

6 2 6 1

5 4 2 5 4 1 5 4 5 3 1 5 3 5 2 5 1

4 2 4 1 3 1

, , , , , ,

            , , , , , , , , ,  , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , ,

Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z D

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣
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…(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  7.4.  ვთქვათ და . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ  

 

დამტკიცება:დასაწყისისთვის ვაჩვენოთ შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა:  

 

ვთქვათ ნებისმიერი ელემენტია  სიმრავლიდან და 

. მაშინ  ნახევარჯგუფის ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს  შემდეგი სახე დათეორემა  7.1-ის 

3) პირობების ძალით აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს , , 

, . ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვაქვს, 

რომ და , რადგანაც და შესაბამისად წარმოადგენენ  

ნახევარმესერის მინიმალურ და მაქსიმალურ ელემენტებს, ამრიგად   , 

, , ტოლობები სამართლიანია. ბოლო 

ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ ( )R Dα ′′∈ , ე.ი. ( ) ( )R D R D′ ′′⊆ სადაც .  

აგრეთვე სამართლიანია შემდეგი ჩართვები: 

 

აქედან და (1) ტოლობის თანახმად მივიღებთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

…(2) 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

            

            

            

            

  

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

26 27 28 29 30

31

          

            

R D R D R D R D R D

R D

′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′∪

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6

3 1 5

1

1 3 1 4 2 4

3 5 4 5 4 6

i

i

R Q R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′= + ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 4 5 6R Q R D R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

{ }, ,D Z Z Z′ ′ ′′= ( )Z Z Z′ ′′⊂ ⊂ 3 XIQϑ

( )R Dα ′∈ ( )XB D α

( ) ( ) ( )T T TY T Y T Y T
α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ ×

TY Zα ⊇ T TY Y Zα α
′ ′∪ ⊇

TY Zα
′ ′∩ ≠ ∅ TY Zα

′′ ′′∩ ≠ ∅ D

7Z Z⊆ Z D′′ ⊆
⌣

7Z D
⌣

D

7TY Zα ⊇

T TY Y Zα α
′ ′∪ ⊇ TY Zα

′ ′∩ ≠ ∅ TY Dα
′′ ∩ ≠∅
⌣

{ }7 , ,D Z Z D′′ ′=
⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

7 6 8 6 9 6 10 5

11 5 12 5 13 5 14 4

15 4 17 4 18 4 19 4

22 4 23 4 24 4 16 3

25 3

,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,
,  

R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′⊆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

26 3 20 2 27 2

29 2 21 1 28 1 30 1

31 1

,  ,  ,
,  ,  ,  ,

R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D

′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′⊆

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 1 2 3

4 5 6                          

R Q R D R D R D

R D R D R D

∗ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪
′ ′ ′∪ ∪ ∪
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ვთქვათ  

. მაშინ ბინარული მიმართებისთვის სამართლიანია შემდეგი  

პირობები: 

 

ბოლო პირობიდან მივიღებთ   და . 

მაგრამ . მიღებული ტოლობა ეწინაღმდეგება ბინარული 

მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას. ე.ი . ანალოგიურად 

დამტკიცდება, რომ   

ახლა ვთქვათ  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 3

3 4 1 3 4

3 6 1 3 6

3 4 6 1 3 4 6

5 6 4 5 6

1 5 1 3 5

1 4 5 3 4 5 1 3

,  ,

;

;

R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 5

1 6 1 4 6

2 6 2 4 6

2 5 6 2 4 5 6

1 5 6 3 5 6

3 4 5 6 1 4 5 6

1 3 5 6 1 3 4

;

R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R

′ ′∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ = ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ ∩ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 6

2 5 2 4 5

D R D

R D R D R D R D R D

′ ′∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩

( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ α

7 1 1

7 2 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;
T T T T T

T T T T T

Y Z Y Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Z Y D

α α α α α

α α α α α
′ ′ ′′

′ ′ ′′

⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣

1 2T TY Y Z Z D
α α

′∪ ⊇ ∪ =
⌣

( )T T T TY Y Y D Yα α α α
′ ′′ ′′∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅

⌣

( )T T TY Y Yα α α
′ ′′∪ ∩ ≠∅ α

( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ =∅

( ) ( )2 3 ,  R D R D′ ′∩ =∅

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 3 4 1 3 4

2 3 6 1 3 6 3 4 6

1 3 4 6

3 5 6 4 5 6

4 1 5 1 3 5

1 4 5 3 4 5

1

,

, , ,

       

, ;

, ,

       , ,

       

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩ ∩
′ ( ) ( ) ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4 5

5 1 6 1 4 6

6 2 6 2 4 6

7 2 5 6 2 4 5 6

8 1 5 6 3 5 6 3 4 5 6

1 4 5 6 1 3

,

,

, ;

, , ,

       ,

R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

5 6

1 3 4 5 6

9 2 5 2 4 5

,

        

,

R D

R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

′∩
′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩
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მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები:  

 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

 

ახლა დავამტკიცოთa) პირობის სამართლიანობა. ვთქვათ 1Sα∈ . მაშინ სამართლიანია 

შემდეგი პირობები: 

 

აქედან მივიღებთ, რომ  

 

ე.ი. სამართლიანია 1) პირობები: 

ამრიგად  

 

2)-9) პირობების სამართლიანობა დამტკიცდება ანალოგიურად. 

აქედან მივიღებთ, რომ 

)a 1Sα ∈

7 1 3 4,  ,  ,  ,  ;T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α

′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)b
2

Sα ∈

7 1 3 6,  ,  ,  , ;T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α

′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)c
3

Sα ∈

7 4 5 6,  , ,  ,  ;T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α

′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)d
4

Sα ∈

7 1 5,  ,  ,  ;T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y D
α α α α α

′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)e
5

Sα ∈

7 1 6,  ,  ,  ;T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y D
α α α α α

′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)f
6

Sα ∈

7 2 6,  ,  ,   ;T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y D
α α α α α

′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)g
7

Sα ∈

7 2 6 5,  ,  ,  ,  ;T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α
′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

)h
8

Sα ∈

7 1 5 6,  ,  ,  , ;T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α

′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

)i 9Sα ∈

7 2 5,  ,  ,  ;T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y D
α α α α α

′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

7 3 3

7 4 4

,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ;

T T T T T

T T T T T

Y Z Y Y Z Y Z Y D
Y Z Y Y Z Y Z Y D

α α α α α

α α α α α
′ ′ ′′

′ ′ ′′

⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣

7 1 1

7 4 4

7 3 3

,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ;

T T T T T

T T T T T

T T T T T

Y Z Y Y Z Y Z Y D
Y Z Y Y Z Y Z Y D
Y Z Y Y Z Y Z Y D

α α α α α

α α α α α

α α α α α

′ ′ ′′

′ ′ ′′

′ ′ ′′

⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣
⌣

7 1 3 4,  ,  , ,  .T T T T T TY Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
α α α α α α

′ ′ ′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 1 3 4R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
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ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.5. ვთქვათ  და , სადაც . თუ   

ნახევარჯგუფის ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

, რომელიღაც , და 

-სათვის, მაშინ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

. 

დამტკიცება: ვთქვათ , მაშინ თეორემა 7.1-ის 3) პირობის 

თანახმად სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

   …(1) 

აქედან მივიღებთ, რომ 

,   …(2) 

რადგანაც დაშვების თანახმად . 

მეორეს მხრივ, თუ სამართლიანია პირობები, მაშინ სამართლაინია 

პირობებიც, ე.ი . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.6.  ვთქვათ, და . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

. 

დამტკიცება: ვთქვათ სადაც , და 

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე: 

, 

რომელიღაც , და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6

3 1 5

1

1 3 1 4 2 4

3 5 4 5 4 6

i

i

R Q R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′= + ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑

{ }7 , ,D Z Y D′ ′=
⌣

{ }7 1, ,D Z Y D′′ ′=
⌣

1Y Y′ ′⊃ ( )XB D

α

( ) ( ) ( )T T TY T Y T Y T
α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × , ,T T T D′ ′′∈ T T T′ ′′⊂ ⊂

{ }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ∉ ∅ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩

7 1,  ,  ,  T T T T TY Z Y Y Y Y Y Y D
α α α α α

′ ′ ′′′ ′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩

7

7 1 1

,  ,  ,  

,  ,  ,  .
T T T T T

T T T T T

Y Z Y Y Y Y Y Y D

Y Z Y Y Y Y Y Y D

α α α α α

α α α α α
′ ′ ′′

′ ′ ′′

′ ′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
′ ′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣

4 7 1 0,  ,  ,  T T TY Z Y Y Y Y Y Y D
α α α α α

′ ′′ ′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⌣

1Y Y′ ′⊃

( )2 ( )1

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 11 3 3 7

1 14 71 4
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2 24 72 4
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2 4

3
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31 2 2 1 3 2 3 ,
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D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

R D
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31 2 2 1 3 2 3 ,

D Z D Z X DZ Z Z Z
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R D
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′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
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⌣ ⌣ ⌣
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⌣

{ }7 1, ,D Z Y D′′ ′=
⌣

1Y Y′ ′⊃
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.  …(1) 

ახლაგანვმარტო fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად: ( )f t tα α=

ნებისმიერი t X∈ . , , და ასახვები კი  არიან ასახვის შეზღუდვები 

შესაბამისად , , და სიმრავლეებზე.დაშვების თანახმად მოცემული 

სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ , , ,  ასახვების თვისებები: 

1)ვთქვათ  . მაშინ (1)  ტოლობების ძალით მივიღებთ . აქედან და  

სიმრავლის განსაზღვრებიდან  . ამგვარად ნებისმიერი -

სათვის. 

2)ვთქვათ . მაშინ ტოლობების ძალით მივიღებთ . 

აქედან და ,   სიმრავლებიის განსაზღვრებიდან . ამგვარად 

ნებისმიერი . 

მეორეს მხრივ , ამიტომააც რომელიღაც -სათვის.თუ  

, მაშინ . აქედან და სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ 

. მაგრამ ტოლობა ეწინააღმდეგება ტოლობას, რადგან . 

ამგვარად რომელიღაც . 

ვთქვათ .მაშინ ტოლობიდან მივიღებთ . 

აქედან და  ,  ,  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ . 

ამგვარად ნებისმიერი სათვის. 

მეორეს მხრივ , ე.ი. რომელიღაც -სათვის.თუ , 

მაშინ . აქედან მივიღებთ . ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება 

ტოლობას. ამრიგად რომელიღაც -სათვის. 

ვთქვათ . მივიღებთ, რომ . აქედან და  , 

,  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ ამგვარად , 

ნებისმიერი -სათვის. 

მივიღეთ, რომ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად 

განსაზღვრული დალაგებული  სიტემა. ახლა დავუშვათ, რომ  

,  ,  

,  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

7 7 1 0,  ,  ,  T T TY Z Y Y Y Y Y Y Dα α α α α
′ ′′ ′⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

0f α 1f α 2f α 3f α fα

7Z
1 7\Y Z′ \D Y ′

⌣
\X D
⌣

0f α 1f α 2f α 3f α

7t Z∈ 7 Tt Z Y
α∈ ⊆

7Yα

7t Zα = ( )0 7f t Zα = 7t Z∈

1 7\t Y Z′∈ )1 1 7 1 7\ Tt Y Z Y Y Yα α′ ′∈ ⊆ ⊆ ∪

7Y α
TY α { }7 ,t Z Tα ∈

( ) { }1 7 ,f t Z T∈ 1 7\t Y Z′∈

TY Y
α ′∩ ≠∅

1t Tα = 1t Y ′∈

1 7t Z∈
1 7t Y Yα′∈ ⊆ 7Y α

1 7t Zα = 1 7t Zα = 1t Tα = 7T Z≠

( )1f t T′ = 7\t Y Z′ ′∈

)3 1\t D Y ′′∈
⌣

T T TY Y Y Xα α α
′ ′′∪ ∪ = 7 0Tt Y Y Yα α α∈ ∪ ∪

7Y α
TY
α

0Y
α { }7 , ,t Z T Dα ∈

⌣

( ) { }2 7, ,f t Z T Dα ∈
⌣

1\t D Y ′′∈
⌣

0Y Dα ∩ ≠ ∅
⌣

t Dα′′ =
⌣

t D′′ ∈
⌣

1t Y ′′′∈

1 7 Tt Y Y Yα α
′′′∈ ⊆ ∪ { }7 ,t Z Tα′′ ∈

t Dα′′ =
⌣

( )3f t D′′ =
⌣

1\t D Y′′ ′∈
⌣

)4 \t X D∈
⌣

7 0\ Tt X D X Y Y Yα α α∈ ⊆ = ∪ ∪
⌣

7Y α

TYα
0Yα ( ) { }3 7 , ,f t Z T Dα ∈

⌣

\t X D∈
⌣

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩

( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α

{ }0 7 7:f Z Z→ { }1 1 7 7: \ ,f Y Z Z T′ →

{ }2 1 7: \ , ,f D Y Z T D′→
⌣ ⌣

{ }3 7: \ , ,f X D Z T D→
⌣ ⌣
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, ნებისმიერი  -სათვის; 

, ნებისმიერი  და რომელიღაც -სათვის; 

, ნებისმიერი  და რომელიღაც -სათვის; 

, ნებისმიერი -სათვის. 

ახლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 

 

შემდგომში დავუშვათ, რომ , , 

და .მაშინ β ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას 

აქვს სახე  და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

, , , . 

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა 

ბინარულ მიმართებასადა დალაგებულ სისტემებს შორის. ცხადია, 

რომ განსხვავებულ  ბინარული მიმართებებს ეთანადება ( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α სახის 

განსხვავებული სისტემები. 

ლემა 1.1-ისა და ლემა 1.3-ის თანახმად ასახვათა რაოდენობა 

შესაბამისად ტოლია: , ,  და . ამრიგად 

რეგულარული ელემენტების რაოდენობა  შეიძლება გამოვთავლოთ შემდეგნაირად.

. 

გავითვალისწინოთ, რომრიცხვი  არ არის 

დამოკიდებული D  ნახევარმესერის T T T′ ′′⊂ ⊂ ( ), ,T T T D′ ′′∈  ჯაჭვის არჩევაზე, 

რადგანაც D  ნახევარმესერის ყველა განსხვავებული სამელემენტიანი ჯაჭვის 

რაოდენობა ტოლია 31-ის, ამიტომ ( ) ( )R D R D′ ′′∩  სიმრავლის ყველა რეგულარული 

ელემენტების სიმრავლე ნებისმიერი , ,T T T D′ ′′∈ -თვის, სადაც T T T′ ′′⊂ ⊂ , ტოლი 

იქნება  

. 

)5 ( )0 7f t Z=
7t Z∈

)6 ( ) { }1 7 ,f t Z T∈ 1 7\t Y Z′∈ ( )1f t T′ = 7\t Y Z′ ′∈

)7 ( ) { }2 7 , ,f t Z T D∈
⌣

1\t D Y′∈
⌣
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⌣

1\t D Y′′ ′∈
⌣
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⌣
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 ′∈
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⌣

( ) ( ) ( )7 7 0TY Z Y T Y Dβ β ββ = × ∪ × ∪ ×
⌣

7 7Y Zβ ⊇
7 1TY Y Yβ β ′∪ ⊇ TY Yβ ′∩ ≠ ∅

0Y Dβ ∩ ≠ ∅
⌣

( ) ( )R D R Dβ ′ ′′∈ ∩

( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α

0 1 2 3, , ,f f f fα α α α

1
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\ \ \ \
2 2 1
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3 2

D Y D Y′ ′
−

⌣ ⌣
\

3
X D
⌣
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\ \ \\ \ \ \

2 2 1   3 2   3
D Y D Y X DY Z Y Z Y Z ′ ′′ ′ ′⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) 1 11 7 7 7
\ \ \\ \ \ \

2 2 1   3 2   3
D Y D Y X DY Z Y Z Y Z ′ ′′ ′ ′⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣
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\ \ \\ \ \ \

31 2 2 1   3 2   3
D Y D Y X DY Z Y Z Y Z

R D R D
′ ′′ ′ ′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣



115 

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.7. ვთქვათ და . .თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )3R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 3) პირობას, მაშინ 

 

დამტკიცება:ლემა 7.4-ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

 

თუ გავითვალისწინებთ ბოლო ტოლობას,  ლემა   7.6-ს და ლემა 7.1-ის  3) პირობას  

მივიღებთ ლემა 7.7 -ის სამართლიანობას. 

ლემა დამტკიცებულია. 

)′d ახლავთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის 4) პირობას. D  ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება: 

მოცემულ შემთხვევაში  

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣
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R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
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⌣ ⌣ ⌣
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⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣
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3 33 5 5 7
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( ) ( )4 44 6 6 7
\ \ \\ \

          31 2 2 1 3 2 3
              

D Z D Z X DZ Z Z Z− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −
⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

7

3 1 6 2 7

1

1 3 1 4 2 4

2 5 3 6 4 6

4 7 5 7 .

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= + ∩ + ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′− ∩ − ∩

∑
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{ }4 , , , ,Q T T T T′ ′′ ′′′= სადაც , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ და T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ . D  ნახევარმესერის 

განმარტების თანახმად გვექნება:

{ }{ { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { }

4 7 6 4 7 6 2 7 6 1 7 5 4 7 5 3

7 5 2 7 5 1 7 4 2 7 4 1 7 3 1

7 5 4 2 7 5 4 1 7 5 3 1

, , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,

             , , , ,   , , , ,   , , , ,  , , , ,  , , ,     

             , , , ,  , , , ,  , , ,

XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { }
{ } { } { } { } { }}

7 6 4 2 7 6 4 1

6 4 2 6 4 1 5 4 2 5 4 1 5 3 1

,  , , , ,  , , , ,

             , , , ,   , , , ,   , , , ,  , , , ,   , , ,

Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

ადვილი დასანახია, რომ ( )4 4, 1Q QΦ = და ( )4 20QΩ = .შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 7 6 4 2 7 6 2 3 7 6 1 4 7 5 4

5 7 5 3 6 7 5 2 7 7 5 1 8 7 4 2

9 7 4 1 10 7 3 1 11 7 6 4 2 12 7 6 4 1

13 7

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z Z D Z Z Z Z

D Z

′ ′ ′ ′= = = =

′ ′ ′ ′= = = =

′ ′ ′ ′= = = =

′ =

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

5 4 2 14 7 5 4 1 15 7 5 3 1 16 5 3 1

17 6 4 2 19 6 4 1 18 5 4 2 20 5 4 1

, , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

′ ′ ′= = =

′ ′ ′ ′= = = =

⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

. 

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

            

            

            

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪

…(1) 

(იხ. განსაზღვრება 1.9). 

ლემა 7.8.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z ≠∅ . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

10

4 1 2 1 3

1

2 8 3 9 4 6

4 7 6 8 7 9

7 10

              

              

              

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′− ∩

∑
 

დამტკიცება:ვთქვათ { }, , ,D Z Z Z Z′ ′ ′′ ′′′= Z Z Z Z′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ ნებისმიერი ელემენტია 

4 XIQ ϑ სიმრავლიდან და ( )R Dα ′∈ . მაშინ  ნახევარჯგუფის ბინარული 

მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს  შემდეგი სახე 

( ) ( ) ( ) ( )T T T TY T Y T Y T Y Tα α α αα ′ ′′ ′′′′ ′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × სადაც , , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ T T T T′ ′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ ,

{ }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ∉ ∅ დათეორემა 7.1-ის 4) პირობების ძალით აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: TY Zα ⊇ , T TY Y Zα α
′ ′∪ ⊇ , T T TY Y Y Zα α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , TY Zα
′ ′∩ ≠ ∅ ,  TY Zα

′′ ′′∩ ≠ ∅ ,  

TY Zα
′′′ ′′′∩ ≠∅ . ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვაქვს, რომ 7Z Z⊇ და

D Z ′′′⊇
⌣

, რადგანაც და შესაბამისად წარმოადგენენ  ნახევარმესერის 

მინიმალურ და მაქსიმალურ ელემენტებს. ამრიგად  სამართლიანია იქნება შემდეგი:

( )XB D α

D

7Z D
⌣

D
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7TY Zα ⊇ , 
T TY Y Zα α

′ ′∪ ⊇ , 
T T TY Y Y Zα α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , 
TY Zα
′ ′∩ ≠ ∅ ,   

TY Zα
′′ ′′∩ ≠ ∅ ,  

TY Dα
′′′ ∩ ≠∅
⌣

, ე.ი.

( )R Dα ′′∈ , სადაც { }7
, , ,D Z Z Z D′′ ′ ′′=

⌣
. ამიტომ სამართლიანია შემდეგი ჩართვა:

( ) ( )R D R D′ ′′⊆ . აგრეთვე სამართლიანია შემდეგი ჩართვებიც  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 1 12 1 13 4 14 4

15 5 16 10 17 8 18 8

19 9 20 9

,  ,  , ,

 ,  ,  ,  ,

 . .

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′⊆ ⊆

 

ამრიგად სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 1 2 3 4

5 6 7 8

9 10

                

                .

R Q R D R D R D R D

R D R D R D R D

R D R D

∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′∪ ∪

…(2) 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 4 1 5 1 6 1 7

1 8 1 9 1 10 2 3

2 5 2 4 2 7 2 9

2 10 3 4 3 6 3

,  ,  , ,

,  ,   , ,  

,  , ,  ,  

, ,  ,  

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

8

3 10 4 8 4 9 5 6

5 8 5 10 6 7 6 9

6 10 7 8 8 9 8 10

9 10

,

,   , , ,

, ,  ,  ,

,  , , ,  

,

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D

=∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ =∅

      ...(3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 6 2 6 8

3 7 3 7 9

4 10 4 7 10

5 9 5 7 9

4 5 4 5 7

;
;

;
;
;

R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩

…(4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 5 3 5 7

3 5 9

3 5 7 9 ;

R D R D R D R D R D
R D R D R D
R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′= ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

…(5) 

ვთქვათ ( ) ( )1 4R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

7 6 4

6 4

7 5 4

5 4

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣

 

ბოლო პირობიდან გამომდინარეობს, რომ 6 5 4T TY Y Z Z Zα α
′∪ ⊇ ∪ = და 

( ) 4T T T ZY Y Y Z Yα α α α
′ ′′∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅ . მაგრამ ( )T T TY Y Yα α α

′ ′′∪ ∩ ≠∅ ტოლობა ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას, ე.ი. სამართლიანია შემდეგი 

ტოლობა ( ) ( )1 4R D R D′ ′∩ =∅ .  ანალოგიურად დამტკიცდება აგრეთვე შემდეგი 

ტოლობების სამართლიანობა: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 4 1 5 1 6 1 7

1 8 1 9 1 10 2 4

2 10 3 4 3 10 4 8

4 9 8 10 9 10

,  ,  , ,

,  ,   ,  ,

, ,  ,   ,

, ,  ,

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅

 

ახლა ვთქვათ ( ) ( )2 3R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ შესრულდება შემდეგი პირობები: 

7 6 2

6 2

7 6 1

6 1

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣

 

ბოლო პირობებიდან მივიღებთ, რომ 1 2T T TY Y Y Z Z D
α α α

′ ′′∪ ∪ ⊇ ∪ =
⌣

და

( )T T T T
Y Y Y D Yα α α α

′ ′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅
⌣

, მაგრამ  ( )T T T
Y Y Yα α α

′ ′′ ′′′∪ ∩ ≠∅ ტოლობა ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას, ე.ი. სამართლიანია ტოლობა 

( ) ( )2 3R D R D′ ′∩ =∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 5 2 7 2 9

3 6 3 8 5 6 5 8

5 10 6 7 6 9 6 10

7 8 8 9

,  ,  ,  ,  

 ,  , , ,

,  ,  , ,

 , ,

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅

 

ახლა ვთქვათ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 6 2 6 8,  S R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3 7 3 7 9,  S R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 5 9 5 7 9,  ;S R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 4 10 4 7 10,  ;S R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }5 4 5 4 5 7,  S R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ; 

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) }

6 3 5 3 5 7 3 5 9

3 5 7 9

,  , ,

        ,

S R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩

; 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

)a 1Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 4 2 6

5 2

,  ,  , ,

,  ,  ;
T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α α

α α α
′ ′ ′′ ′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  

)b 2Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 4 1 6

5 1

,  ,  , ,

,  ,  ;
T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α α

α α α
′ ′ ′′ ′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  

)c 3Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 4 1

5 3

,  ,  ,

,  ,  ;
T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α
′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  
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)d 4Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 3 1

5 4

,  ,  ,

,  ,  ;
T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α
′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  

)e 5Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 5 1 5

4 3

,  ,  , ,

,  ,  ;
T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α α

α α α
′ ′ ′′ ′

′′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  

)f 6Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 4 1 5

6 3

,  ,  , ,

,  ,  ;
T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α α

α α α
′ ′ ′′ ′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  

ეხლა დავამტკიცოთ ბოლო პირობა. ვთქვათ  

( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) }

3 5 3 5 7 3 5 9

3 5 7 9

,  , ,

        ,

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

α ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∈ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩

 

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობები: 

7 6 1

6 1

7 5 3

5 3

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣

 

7 6 1

6 1

7 5 3

5 3

7 5 1

5

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅

⌣

⌣

1 ,  ;T TZ Y Dα α
′ ′′′∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

 

7 6 1

6 1

7 5 3

5 3

7 4 1

4

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅

⌣

⌣

1
,  ;

T T
Z Y Dα α

′ ′′′∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅
⌣

 

7 6 1

6 1

7 5 3

5 3

7 5 1

5

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅

⌣

⌣

1

7 4 1

4 1

,  ;

,  ,  ,

,  ,  ;

T T

T T T T T T

T T T

Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Z Y Z Y D

α α

α α α α α α

α α α

′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′ ′′′

∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣

 

მოცემული პირობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების სამართლიანობა: 

7 4 1

4 5 3

,  ,  ,
,  , ,  ;;

T T T T T T

T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α

α α α α
′ ′ ′′

′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣  
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რადგანაც 4 5 4 6,  ,  Z Z Z Z⊃ ⊃ და 1 3Z Z⊃ .  

6S პირობა დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად დამტკიცდება დანარჩენი პირობები. 

ამრიგად სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

10

4 1 2 1 3

1

2 8 3 9 4 6

4 7 6 8 7 9

7 10

              

              

              

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′− ∩

∑
 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.9. ვთქვათ { }7 1 1, , ,D Z Y Y D′ ′=
⌣

და { }7 , , ,D Z Y Y D′′ ′=
⌣

არიან ისეთი ელემენტები 

{ }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,D D D D D D D D D D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ სიმრავლიდან, რომ D D′ ′′≠ , 
1Y Y⊇ ,  1Y Y′ ′⊇ და 

( )XB Dα ∈  ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგემას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T TY Z Y T Y T Y Dα α α αα ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

,სადაც ,T T D′∈ , 7Z T T D′⊂ ⊂ ⊂
⌣

, 

{ }7 0, , ,T TY Y Y Yα α α α
′ ∉ ∅ . მაშინ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

7 7 7 1 7 1 0,  ,  ,  ,  ,  T T T T TY Z Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Dα α α α α α α α α
′ ′′ ′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣
.…(1) 

დამტკიცება. ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ . მაშინ  

7 7 7 7

0

7 7 7 1 7 1

1 1 0

,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  .

T T T

T T

T T T

T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y D

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y D

α α α α α α

α α α

α α α α α α

α α α

′

′

′

′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣

 

ბოლო ტოლობების და 
1Y Y⊇ ,  1Y Y′ ′⊇ ჩართვების გათვალისწინებით მივიღებთ  

7 7 7 1 7 1

0

,  ,  ,

,  ,  .
T T T

T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y D

α α α α α α

α α α
′

′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣ …(2) 

პირიქით, თუ სამართლიანია ( )2 პირობები, მაშინ სმართლიანი იქნება ( )1

პირობებიც, რადგან 
1

Y Y⊇ და 1Y Y′ ′⊇ . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.10. ვთქვათ { }7 1 1, , ,D Z Y Y D′ ′=
⌣

და { }7 , , ,D Z Y Y D′′ ′=
⌣

არიანისეთიელემენტები 

{ }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,D D D D D D D D D D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ სიმრავლიდან,რომ D D′ ′′≠ , 
1

Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ . მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 171 1 1
\ \ \\\\ \ \

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4
D Y D Y X DY Y YY ZY Y Y Y Y Y

R D R D
′ ′′ ′∪ ′ ′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

. 

დამტკიცება: ვთქვათ { }7 1 1, , ,D Z Y Y D′ ′=
⌣

და { }7 , , ,D Z Y Y D′′ ′=
⌣

არიან ისეთი ელემენტები 

{ }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,D D D D D D D D D D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ სიმრავლიდან, რომ D D′ ′′≠ , 
1

Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ .თუ 
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( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ , ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარულ მიმართებას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T TY Z Y T Y T Y Dα α α αα ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც ,T T D′∈ , 7Z T T D′⊂ ⊂ ⊂
⌣

, 

{ }7 0, , ,T TY Y Y Yα α α α
′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს ლემა 7.9-ის პირობებს. 

7 7 7 1 7 1

0

,  ,  ,

,  ,  .
T T T

T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y D

α α α α α α

α α α
′

′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣ …(1) 

ახლა განვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α= ნებისმიერი t X∈ .შემდგომში 0f α , 1f α , 2f α , 3f α და 4f α ასახვები არიან 

ასახვის შეზღუდვები შესაბამისად 7Z , 1 7\Y Z , 1 1\Y Y′ , 1\D Y ′
⌣

, \X D
⌣

სიმრავლეებზე.დაშვების თანახმად მოცემულისიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ 0f α , 1f α , 2f α , 3f α და 4f α   ასახვების თვისებები: 

1)ვთქვათ 7t Z∈ . მაშინ ( )1 ტოლობების თანახმად 
7 7t Z Y α∈ ⊆ , აქედან და 7Y

α
 

სიმრავლის განსაზღვრებიდან გვექნება 7t Zα = . ამრიგად ( )0 7f t Zα = , ნებისმიერი 

7t Z∈ . 

2)ვთქვათ 1 7\t Y Z∈ . მაშინ ( )1 ტოლობების თანახმად 1 7 1 7\ Tt Y Z Y Y Y
α α∈ ⊆ ⊆ ∪ . აქედან და 

7Y
α

, TY
α

 სიმრავლეების განსაზღვრებიდან გვექნება { }7 ,t Z Tα ∈ , ამრიგად 

( ) { }1 7 ,f t Z Tα ∈ ნებისმიერი 1 7\t Y Z∈ . 

მეორეს მხრივ 
TY Yα ∩ ≠∅ . ე.ი. t Tα′ = რომელიღაც t Y′∈ . თუ 7t Z′∈ , მაშინ 

7 7t Z Yα′∈ ⊆ პირობიდან და 7Y α სიმრავლის განსაზღვრებიდან გვექნება 7t Zα′ = . მაგრამ 

7t Zα′ = ტოლობა ეწინააღმდეგება t Tα′ = ტოლობას, რადგანაც D ნახევარმესერის 

განსაზღვრების თანახმად 7T Z≠ . ამრიგად ( )1f t Tα ′ = , რომელიღაც 7\t Y Z′∈ . 

3) ვთქვათ 1 1\t Y Y′∈ . მაშინ ( )1 ტოლობების თანახმად 1 1 1 7\ T Tt Y Y Y Y Y Y
α α α

′′ ′∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ . 

აქედან და 7Y
α

, TY
α

, TY
α
′  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან გვექნება { }7 , ,t Z T Tα ′∈ . 

ამრიგად ( ) { }2 7 , ,f t Z T Tα ′∈ , ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ -სათვის. 

მეორეს მხრივ TY Yα
′ ′∩ ≠ ∅ . ე.ი z Tα ′= , რომელიღაც z Y ′∈ -სათვის.თუ 

1
z Y∈ , მაშინ

1 7 Tz Y Y Yα α∈ ⊆ ∪ პირობიდან მივიღებთ { }7 ,z Z Tα ∈ .  მაგრამ { }7 ,z Z Tα ∈ პირობა 

ეწინააგმდეგება z Tα ′= ტოლობას, რადგანაც D ნახევარმესერის განსაზღვრების 

თანახმად 7T Z′ ≠ დაT T′ ≠ . ამრიგად ( )2f z Tα ′= , რომელიღაც 1\z Y Y′∈ -სათვის. 

4) ვთქვათ 1\t D Y′∈
⌣

. მაშინ ( )1 ტოლობების თანახმად 

1 7 0\ T Tt D Y D X Y Y Y Y
α α α α

′′∈ ⊆ ⊆ = ∪ ∪ ∪
⌣ ⌣

, აქედან და 7Y
α

, TY
α

, TY
α
′ , 0Y

α
 სიმრავლეების 

fα
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განსაზღვრებიდან გვექნება { }7 , , ,t Z T T Dα ′∈
⌣

. ამრიგად ( ) { }3 7 , , ,f t Z T T Dα ′∈
⌣

ნებისმიერი 1\t D Y′∈
⌣

. 

მეორეს მხრივ 0 Y Dα ∩ ≠∅
⌣

, ამიტომაც z Dα′ =
⌣

 რომელიღაც z D′∈
⌣

-სათვის. თუ 

1z Y′ ′∈ , მაშინ 
1 7 T Tz Y Y Y Yα α α

′′ ′∈ ⊆ ∪ ∪ პირობიდან მივიღებთ, რომ { }7 , ,z Z T Tα′ ′∈ .  მაგრამ 

{ }7 , ,z Z T Tα′ ′∈ პირობა ეწინააღმდეგება z Dα′ =
⌣

ტოლობას, რადგანაც D

ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად 7D Z≠
⌣

, D T≠
⌣

და D T ′≠
⌣

. ამრიგად 

( )3f z Dα ′ =
⌣

, რომელიღაც 1\z D Y′ ′∈
⌣

. 

5)ვთქვათ \t X D∈
⌣

. მაშინ გვექნება 7 0\ T Tt X D X Y Y Y Y
α α α α

′∈ ⊆ = ∪ ∪ ∪
⌣

, ამრიგად 

{ }7 , , ,t Z T T Dα ′∈
⌣

და ( ) { }4 7 , , ,f t Z T T Dα ′∈
⌣

ნებისმიერი \t X D∈
⌣

-სათვის. 

ამრიგად, ყოველი ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს 

ცალსახად განსაზღვრული ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α  სიტემა. ცხადია, რომ განსხვავებულ  

ბინარული მიმართებებს ეთანადება ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α სახის განსხვავებული 

სისტემები. 

ახლა ვთქვათ  

{ }0 7 7:f Z Z→ , { }1 1 7 7: \ ,f Y Z Z T→ , { }2 1 1 8: \ , ,f Y Y Z T T′ ′→ ,  

{ }3 1 7: \ , , ,f D Y Z T T D′ ′→
⌣ ⌣

, { }3 7: \ , , ,f X D Z T T D′→
⌣ ⌣

 

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

6) ( )0 7f t Z= ,ნებისმიერი 7t Z∈ ;  

7) ( ) { }1 7 ,f t Z T∈ ,  ნებისმიერი 1 7\t Y Z∈ და ( )1f t T′ = რომელიღაც 7\t Y Z′∈ ; 

8) ( ) { }2 7 , ,f t Z T T ′∈ , ნებისმიერი 
1 1

\t Y Y′∈ და ( )2f z T ′= რომელიღაც 1\z Y Y′∈ ; 

)9 ( ) { }3 7, , ,f t Z T T Dα ′∈
⌣

,  ნებისმიერი 
1\t D Y ′∈

⌣
და ( )3f z D′ =

⌣
რომელიღაც 1\z D Y′ ′∈

⌣
; 

)10 ( ) { }4 7 , , ,f t Z T T Dα ′∈
⌣

,  ნებისმიერი \t X D∈
⌣

. 

ახლა განვსაზღვროთ : →f X D ასახვები შემდეგნაირად: 

( )
( )
( )
( )
( )

7

1 1 7

2 1 1

3 1

4

,  if  ,

,  if  \ ,

,  if  \ ,

,  if  \ ,

,  if  \ .

T t Z

f t t Y Z

f t f t t Y Y

f t t D Y

f t t X D

 ∈
 ∈ ′= ∈
 ′∈


∈

⌣

⌣

 

ვთქვათ { } ( )( )
t X

t f tβ
∈

= ×∪ , { }7 7|Y t X t Zβ β= ∈ = , { }|TY t X t Tβ β= ∈ = , 

{ }|TY t X t Tβ β′ ′= ∈ = და { }0 |Y t X t Dβ β= ∈ =
⌣

. β ბინარული მიმართების 
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კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე ( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T TY Z Y T Y T Y Dβ β β ββ ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

 

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 1 7 1

0

,  ,  ,

,  ,  .
T T T

T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y D

β β β β β β

β β β
′

′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣  

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა 

ბინარულ მიმართებასადა ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α დალაგებულ სისტემებს შორის. 

ცხადია, რომ განსხვავებულ  ბინარულ მიმართებებს ეთანადება ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α

სახის განსხვავებული სისტემები. 

ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α ასახვათა რაოდენობა 

შესაბამისად ტოლია: 

1,
( ) ( ) ( )1 8 8 8

\ \ \ \
2 2 1

Y Z Y Z Y Z⋅ − , 
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

\ \ \ \ \
3 3 2

Y Y Y Y Y Y Y Y′ ′ ′ ′⋅ − ,  1 1\ \
4 3

D Y D Y′ ′
−

⌣ ⌣

, 
\

4
X D
⌣

.  

გავითვალისწინოთ, რომ ( ) ( ) ( ) ( )1 11 181 1 1
\ \ \\\\ \ \

2 2 1 3 3 2 4 3 4
D Y D Y X DY Y YY ZY Y Y Y Y Y ′ ′′ ′∪ ′ ′⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

ასახვათა რაოდენობა არ არის დამოკიდებული D ნახევარმესერის 
7Z T T D′⊂ ⊂ ⊂

⌣

ჯაჭვის არჩევაზე. რადგანაც D  ნახევარმესერის ყველა განსხვავებული 

ოთხლემენტიანი ჯაჭვის რაოდენობა ტოლია 20-ის, ამიტომ ( ) ( )R D R D′ ′′∩  

სიმრავლის ყველა რეგულარული ელემენტების რაოდენობაგამოითვლება 

ფორმულით  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 181 1 1
\ \ \\\\ \ \

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4
D Y D Y X DY Y YY ZY Y Y Y Y Y

R D R D
′ ′′ ′∪ ′ ′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

. 

ბოლო ტოლობიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 6 6 7 4 6 4 62 4

1 16 6 6 7 4 6 4 61 4

24 6 6 7 2 2 2 4 2 4

\ \ \\ \ \ \\

1 2

\ \ \\ \ \ \\

1 3

\\ \ \ \ \

2 8

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 14 6 6 7 1 1 1 4 1 4

2 25 5 5 7 4 5 4 52 4

5 5 5 7 4 5 4 51 4

\ \

\ \ \\ \ \ \ \

3 9

\ \ \\ \ \ \\

4 6

\ \ \ \\

4 7

4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2

Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 15 5 5 7 1 3 3 5 3 5

2 24 5 5 7 2 2 2 4 2 4

4 5 5 7 1 1 1

\ \ \

\ \ \\ \ \ \ \

5 7

\ \ \\ \ \ \ \

6 8

\ \ \ \

7 9

4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3

D Z D Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

− ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 14 1 4

1 13 5 5 7 1 3 1 31 1

\ \ \\

\ \ \\ \ \ \\

7 10

2 4 3 4 ,

20 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z
R D R D

− ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.11. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z ≠∅ . თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )4R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

( ) ( )R D R Dβ ′ ′′∈ ∩
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ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 4) პირობას, მაშინ 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

4 46 7 4 6 4 6

2 26 7 2 6 2 6

1 16 7 1 6 1 6

5 7

\ \ \\ \ \

4
\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\

20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 44 5 4 5

3 35 7 3 5 3 5

2 25 7 2 5 2 5

5 7 1 5 1 5

\ \ \\ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \

3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

DZ Z Z Z Z Z

− ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 24 7 2 4 2 4

1 14 7 1 4 1 4

1 13 7 1 3 1 3

\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

              20 2 1 3 2 4 3 4

 

Z D Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

− ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2 26 6 6 7 4 6 4 62 4

1 16 6 6 7 4 6 4 61 4

4 6 6 7 2 2 2 4 2

\ \ \\ \ \ \\

\ \ \\ \ \ \\

\ \ \ \

             20 3 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 3 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 3 2 1 3 3 2

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 24

1 14 6 6 7 1 1 1 4 1 4

2 25 5 5 7 4 5 4 52 4

5 5

\ \ \\

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \\

\

4 3 4

              20 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 2 2

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z

⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 15 7 4 5 4 51 4

1 15 5 5 7 1 3 3 5 3 5

2 24 5 5 7 2 2 2 4 2 4

\ \ \\ \ \\

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \ \

1 3 3 2 4 3 4

              20 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 2 2 1 3 3 2 4 3 4

  

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 14 5 5 7 1 1 1 4 1 4

1 13 5 5 7 1 3 1 31 1

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \\

            20 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              20 2 2 1 3 3 2 4 3 4
         

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: თუ გავითვალისწინებთ ლემა 7.8 -ს, მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

12

4 1 3 2 3

1

2 4 3 9 3 10

4 11 5 7 5 8

6 8 7 10 8 11

8 12

              

              

              

              

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′− ∩

∑

.

 

აქედან,ლემა  7.10-ის და ლემა  7.1-ის 4) პირობის თანახმად მივიღებთ მოცემული 

ლემის სამართლიანობას. 

ლემა დამტკიცებულია. 

)′e ახლა ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის 5) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }5 7 , , , , ,Q Z T T T D′ ′′=
⌣

სადაც 

, ,T T T D′ ′′∈ და T T T D′ ′′⊂ ⊂ ∈ ნახევარმესერის განმარტების თანახმად ჩვენ გვაქვს:
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{ } { } { }{
{ } { }}

5 7 6 4 2 7 6 4 1 7 5 4 2

7 5 4 1 7 5 3 1

, , , , , , , , , , , , , , ,

                , , , , , , , , , .

XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

ადვილი დასანახია,რომ ( )5 5, 1Q QΦ = და ( )5 5QΩ = .შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ } { }

1 7 6 4 2 2 7 6 4 1 3 7 5 4 2

4 7 5 4 1 5 7 5 3 1

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  , , , ,

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

′ ′ ′= = =

′ ′= =

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ …(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა 7.12.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z ≠∅ . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა და ( )5R Q∗ სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ყველა რეგულარული ელემენტების 

სიმრავლეს, რომელიც აკმაყოფილებს თეორემა 7.1-ის 4) პირობას, მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + . 

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 3 1 4

1 5 2 3 2 4

2 5 3 4 3 5

4 5

,  ,  ,

,    ,  ,

 ,  ,  ,

,

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ =∅

      ...(2) 

ვთქვათ ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T T TY Z Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

რომელიღაც 

, , ,T T T D′ ′′∈
7Z T T T D′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⌣
, { }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α

′ ′′ ∉ ∅ -სათვის და თეორემა  7.1-ის  5) 

პირობების თანახმად აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 6 7 4 7 2

6 4 2 0

7 7 7 6 7 4 7 1

6 4 1 0

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,  ,

,  , ,  

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α α α α α

α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α

′ ′ ′′

′ ′′

′ ′ ′′

′ ′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣
;

 

მოცემული პირობებიდან გამომდინარეობს, რომ 7 1 2T T TY Y Y Y Z Z Dα α α α
′ ′′∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ =

⌣
 და  

( )7 0 0T T TY Y Y Y Y D Yα α α α α α
′ ′′∪ ∪ ∪ ∩ ⊇ ∪ ≠ ∅

⌣
. მაგრამ ( )7 0T T TY Y Y Y Yα α α α α

′ ′′∪ ∪ ∪ ∩ ≠∅ტოლობა  

ეწინააღმდეგება α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას. ამრიგად 

სამართლიანია ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ =∅ ტოლობა.ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი 

ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 5 2 3

3 4 3 5

, ,   

,  ,

R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ = ∅
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ახლა ვთქვათ ( ) ( )1 3R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას აქვს სახე ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 0T T TY Z Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

რომელიღაც

, , ,T T T D′ ′′∈
7Z T T T D′′ ′′′⊂ ⊂ ⊂ ⊂

⌣
, { }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α

′ ′′ ∉ ∅ -სათვის და თეორემა 7.1-ის 5) 

პირობის თანმახმად აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 6 7 4 7 2

6 4 2 0

7 7 7 5 7 4 7 2

5 4 2 0

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,  ,

,  , ,  

T T T T T T

T T T

T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

Y Z Y Y Z Y Y Y Z Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α α α α α

α α α α

α α α α α α α α α α

α α α α

′ ′ ′′

′ ′′

′ ′ ′′

′ ′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

⌣

⌣
;

 

მოცემული პირობებიდან მივიღებთ, რომ 7 6 5 4TY Y Z Z Zα α∪ ⊇ ∪ = .და  

( )7 4T T TY Y Y Z Yα α α α
′ ′∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅ , მაგრამ ( )7 T TY Y Yα α α

′∪ ∩ ≠∅ ტოლობა ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას. ამრიგად სამართლიანია 

ტოლობა ( ) ( )1 3R D R D′ ′∩ =∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 4 2 4

2 5 4 5

, ,   

,  ,

R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ = ∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ = ∅

 

მოცემული ტოლობების თანახმად მივიღებთ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.13. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z ≠∅ . თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )5R Q∗ სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ყველა რეგულარული 

ელემენტების სიმრავლეს, რომელიც აკმაყოფილებს თეორემა 7.1-ის 4) პირობას, მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 26 7 4 6 4 6 2 4 2 4

2 26 7 4 6 4 6 1 4 1 4

25 7 4 5 4 5 2 4 1 4

\ \ \\ \ \ \ \

5

\ \ \\ \ \ \ \

\ \\ \ \ \ \

5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

            5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

             5 2 1 3 2 4 3 5 4

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 15 7 4 5 4 5 1 4 1 4

1 15 7 3 5 3 5 1 3 1 3

\

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \ \

5

             5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

             5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: ლემა 7.12 ის თანახმად სამართლიანია ტოლობა  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + . 

აქედან და ლემა 7.1-ის 5) პირობის თანახმად მივიღებთ მოცემული ლემის 

სამართლიანობას. 

ლემა დამტკიცებულია. 
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)′f ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის6) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 , , , ,Q T T T T T′ ′′ ′ ′′= ∪ სადაც

, ,T T T D′ ′′∈ დაT T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ . D  ნახევარმესერის განმარტების 

თანახმად გვექნება: 

{ } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { }}

6 7 2 1 7 6 5 4 7 6 3 1 7 4 3 1 7 3 2

6 2 1 5 2 1 4 2 1 5 4 3 1 5 3 2

, , , ,  , , , , , , , ,  , , , ,  , , , ,

              , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , ,
XIQ Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣  

ადვილი დასანახია, რომ ( )6 6, 2Q QΦ = და ( )6 10QΩ = .შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { }

1 7 2 1 2 7 1 2 3 7 6 5 4 4 7 5 6 4

5 7 6 3 1 6 7 3 6 1 7 7 4 3 1 8 7 3 4 1

9 7 3 2 10 7 2 3 11 6 2 1 12 6 1 2

, , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,
, , , ,  , , , ,  , , , , , , , ,
, , , , , , , , , , , , , , ,

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z Z D Z Z Z Z
D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z
D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z

′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′= = = =

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣
{ }

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }

13 5 2 1 14 5 1 2 15 4 2 1 16 4 1 2

17 5 4 3 1 18 5 3 4 1 19 5 3 2 20 5 2 3

,

, , , ,  , , , , , , , , , , , ,

, , , ,  , , , , , , , , , , , ,

D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z D D Z Z Z D

′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′= = = =

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

6 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18

19 20

       

       

       

R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′∪ ∪

…(1) 

(იხ.განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  7.14. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z ≠∅ . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

10

6 1 10 2 9

1

3 5 4 6 5 7 6 8

7 10 8 9

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′− ∩ − ∩

∑
 

დამტკიცება: ვთქვათ { }, , ,D Y Y Y Y Y′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ არის ნებისმიერი ელემენტი

{ }1 2 20, , ...,D D D′ ′ ′ სიმრავლიდან და ( )R Dα ′∈ . მაშინ  ნახევარჯგუფის 

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს  შემდეგი სახე 

( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T TY T Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ,სადაც , ,T T T D′ ′′∈ , T T ′⊂ , T T ′′⊂

, \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ და თეორემა  7.1-ის 5) პირობის თანახმად აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

,  ,  ,  .T T T T T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α
′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅  

მოცემული პირობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( )XB D α
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

9 19 10 20 8 18 7 17

13 25 14 26 15 27 16 28

1 11 13 5 2 12 14 16

,  ,  ,  ,
,  ,  ,  ,

, .

R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =

 

აქედან და (1) ტოლობის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

6 1 2 3 4

5 6 7 8

9 10

           

           

R Q R D R D R D R D

R D R D R D R D

R D R D

∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′∪ ∪

…(2)  

ვთქვათ ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ ბინარული მიმართებისთვის სამართლიანია 

შემდეგი  პირობები: 

2 1 2 1

1 2 1 2

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  .
T T T T T T

T T T T T T

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α
′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

მოცემული პირობებიდან მივიღებთ, რომ 1 2 D T TY Y Z Zα α
′∪ ⊇ ∪ ⊇

⌣
და 

( )T T T TY Y Y D Yα α α α
′ ′′ ′′∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅

⌣
. მაგრამ ( )T T T

Y Y Yα α α
′ ′′∪ ∩ ≠∅ ტოლობა ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას, ამიტომაც  სამართლიანია  

ტოლობა ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ ≠∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 6 1 8 1 9

2 5 2 7 2 10

5 9 6 10 8 10

9 10

,  ,  ,

,  ,  ,

,  ,   ,

,  

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ = ∅

 

ახლა ვთქვათ ( ) ( )1 3R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ ბინარული მიმართებისთვის 

სამართლიანია შემდეგი  პირობები: 

2 1 2 1

6 5 6 5

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  .
T T T T T T

T T T T T T

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α
′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

მოცემული პირობებიდან მივიღებთ, რომ 2T TY Y Zα α
′∪ ⊇ და 

( ) 2T T T TY Y Y Z Yα α α α
′ ′′ ′′∪ ∩ ⊇ ∩ ≠ ∅ . მაგრამ ( )T T TY Y Yα α α

′ ′′∪ ∩ ≠∅ ტოლობა ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას, ამიტომაც სამართლიანია 

ტოლობა ( ) ( )1 3R D R D′ ′∩ ≠∅ .ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 4 2 4 2 3

2 6 2 8 3 4

3 5 3 6 3 7

3 8 3 9 3 10

4 5 4 7 4 8

4 9

,  ,  ,

,  ,  ,

,  ,   ,

,  ,  ,

,  ,  

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 10 5 6

5 8 6 7 7 8

7 9

,  ,  

,  ,  

R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

′ ′ ′ ′= ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ = ∅

 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი ტოლობები: 

α

α
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 7 1 7 10

5 10 5 7 10

6 9 6 8 9

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩

;                            …(3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 5 1 5 7

1 5 10 1 5 7 10

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ = ∩ ∩ ∩

;                             

ვთქვათ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ){ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

1 1 7 1 7 10

2 5 10 5 7 10

3 6 9 6 8 9

4 1 5 1 5 7

1 5 10 1 5 7 10

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′= ∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ = ∩ ∩ =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ = ∩ ∩ ∩

 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები:  

)a 1Sα∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

5 1

4 3

,  
,  ,  .

T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′′

′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)b
2Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

2 3

6 3

,  
,  ,.

T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′′

′ ′

∪ ⊇ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)c 3Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

3 2

3 6

,  
,  .

T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′′

′ ′

∪ ⊇ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)d
4Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

2 1

6 3

,  
,  .

T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′′

′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

დავამტკიცოთ ბოლო პირობების სამართლიანობა:ვთქვათ 4Sα ∈ . მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

2 1 2 1

6 3 6 3

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;
T T T T T T

T T T T T T

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α
′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(4) 

2 1 2 1

6 3 6 3

4 3 4 3

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,  

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

…(5) 

2 1 2 1

6 3 6 3

2 3 2 3

,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,  

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

…(6) 

 

მოცემული პირობების სამართლიანობიდან გამომდინარეობს შემდეგი პირობების 

სამართლიანობა: 

2 1

6 3

,  ,
,  .

T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′′

′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

                                               …(7) 
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ახლა თუ დავუშვებთ, რომ სამართლიანია ( )7 პირობები, მაშინ სამართლიანი 

იქნება4)-6)  პირობებიც, რადგანაც 2 4 6 1 3, , Z Z Z Z Z⊃ ⊃ ⊃ და

1 3 2 4 6 , ,T T T T TY Z Y Z Y Z Y Z Y Zα α α α α
′ ′ ′′ ′′ ′′∩ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ⊇ ∩ ⊇ ∩ ≠∅  

)4S პირობები დამტკიცებულია. ანალოგიურად დამტკიცდება დანარჩენი პირობების 

სამართლიანობა. 

ზემოთ მოცემული პირობების თანახმად მივიღებთ, რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

10

6 1 10 2 9

1

3 5 4 6 5 7 6 8

7 10 8 9

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′− ∩ − ∩

∑
 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.15.ვთქვათ { }7 1 1 1 1, , ,D Z Y Y Y Y′ ′ ′= ∪ და { }7 , , ,D Z Y Y Y Y′′ ′ ′= ∪ არიან ისეთი 

ელემენტები { }1 2 10, , ...,D D D′ ′ ′ სიმრავლიდან, რომ D D′ ′′≠ , 
1

Y Y⊇ ,  1Y Y′ ′⊇ და ( )XB Dα ∈

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე          

( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 T T T TY Z Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც ,T T D′∈ , 7Z T⊂ , 7Z T ′⊂ ,

{ }7 , ,T TY Y Yα α α
′ ∉ ∅ . მაშინ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ მაშინ და მხოლოდ მაშინ , როცა 

7 1 7 1,  ,  ,  T T T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α
′ ′′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ . 

დამტკიცება:ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ . მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

7 1 7 1 1 1

7 7

,  ,  ,  .

,  ,  ,  
T T T T

T T T T

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α

α α α α α α
′ ′

′ ′

′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅

…(1) 

ბოლო პირობების და Z Y⊇ ,  Z Y′ ′⊇ ჩართვების თანახამადმივიღებთ, რომ 

7 1 7 1,  ,  ,  .T T T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α
′ ′′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ …(2) 

მეორეს მხრივ, თუ სამართლიანია ( )2 პირობები, მაშინ აგრეთვე სამართლიანი 

იქნება ( )1 პირობებიც, რადგანაც 1T TY Y Y Yα α∩ ⊇ ∩ ≠∅და 1T TY Y Y Yα α
′ ′′ ′∩ ⊇ ∩ ≠∅ . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.16. ვთქვათ { }7 1 1 1 1, , ,D Z Y Y Y Y′ ′ ′= ∪ და { }7 , , ,D Z Y Y Y Y′′ ′ ′= ∪ არიან ისეთი 

ელემენტები { }1 2 10, ,...,D D D′ ′ ′ სიმრავლიდან, რომ D D′ ′′≠ , 
1

Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ . მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 1
\ \ \\ \

16 2 2 1 2 2 1 4
Y Y Y Y Y Y X Y YY Y Y Y

R D R D
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪′ ′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ . 

დამტკიცება. ვთქვათ { }7 1 1 1 1, , ,D Z Y Y Y Y′ ′ ′= ∪ და { }7 , , ,D Z Y Y Y Y′′ ′ ′= ∪ არიან ისეთი 

ელემენტები { }1 2 10, ,...,D D D′ ′ ′ სიმრავლიდან, რომ D D′ ′′≠ , 
1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ თუ 

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ მაშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 T T T TY Z Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , 
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სადაც ,T T D′∈ , 7Z T⊂ , 7Z T ′⊂ , { }7 , ,T TY Y Yα α α
′ ∉ ∅ და ლემა 7.15-ის თანახმად 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 1 7 1,  ,  ,  .T T T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α
′ ′′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ …(1) 

ახლა, განვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α= ნებისმიერი t X∈ . 0f α , 1f α , 2f α , და 3f α ასახვები შესაბამისად  არიან 

ასახვის შეზღუდვები 1 1Y Y ′∩ , 1 1\Y Y ′ , 1 1\Y Y′ და ( )1 1\X Y Y ′∪ სიმრავლეებზე. დაშვების 

თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი 

გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ , , ,  ასახვების თვისებები: 

1)ვთქვათ 1 1t Y Y′∈ ∩ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება. აქედან და 7Y α სიმრავლის 

განსაზღვრებიდან მივიღებთ რომ 7t Zα = . ამრიგად ( )0 7f t Zα = ნებისმიერი 1 1t Y Y′∈ ∩ . 

2)ვთქვათ 1 1\t Y Y′∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 1 1 1 7\ Tt Y Y Y Y Yα α′∈ ⊆ ⊆ ∪ .აქედან 

და 7Y α , TY α სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ,რომ { }7 ,t Z Tα ∈ . ამრიგად

( ) { }1 7,f t Z Tα ∈ ნებისიერი 1 1t Y Y′∈ ∩ . 

მეორეს მხრივ TY Yα ∩ ≠ ∅ ე.ი. t Tα′ = რომელიღაც t Y′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 

1t Y′ ′∈ ,მივიღებთ 1 7 Tt Y Y Yα α
′′ ′∈ ⊆ ∪ . აქედან და 7Y α , TY α

′ სიმრავლეების განსაზღვრებიდან 

მივიღებთ { }7 ,t Z Tα′ ′∈ . მაგრამ ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება t Tα′ =  ტოლობას, 

რადგანაც  7T Z≠ და T T′≠ .ე.ი. 1\t Y Y′ ′∈ . ამგვარად ( )1f t Tα ′ =  რომელიღაც 1\t Y Y′ ′∈ . 

3) ვთქვათ 1 1\t Y Y′∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 1 1 1 7\ Tt Y Y Y Y Yα α
′′ ′∈ ⊆ ⊆ ∪ . 

აქედან და 7Y α , TY α
′ სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }7 ,t Z Tα ′∈ . ე.ი. 

( ) { }2 7 ,f t Z Tα ′∈ ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ . 

მეორეს მხრივ სამართლიანია ტოლობა TY Yα
′ ′∩ ≠ ∅ , ამიტომაც t Tα′′ ′= რომელიღაც 

t Y′′ ′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 1t Y′′∈ , მაშინ 
1 7 Tt Y Y Yα α′′∈ ⊆ ∪ პირობიდან გვექნება 

{ }7 ,t Z Tα′′ ∈ .  მაგრამ ბოლო პირობა ეწინააღმდეგება t Tα′′ ′= ტოლობას, რადგანაც 

7T Z′ ≠ და T T′ ≠ ე.ი. 1\t Y Y′′ ′∈ . ამგვარად ( )2f t Tα ′′ ′= რომელიღაც 1\t Y Y′′ ′∈ . 

4) ახლა ვთქვათ ( )1 1\t X Y Y ′∈ ∪ . მივიღებთ, რომ ( )1 1 7\ T T T Tt t X Y Y Y Y Y Yα α α α
′ ′∪′∈ ∈ ∪ ⊆ ∪ ∪ ∪ , 

ე.ი. { }7 , , ,t Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ და ( ) { }3 7 , , ,f t Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ ნებისმიერი ( )1 1\t X Y Y ′∈ ∪ . 

მივიღეთ, რომ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად 

განსაზღვრული დალაგებული ( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α  სისტემა. 

შემგომში დავუშვათ, რომ  

{ }0 1 1 7:f Y Y Z′∩ → , { }1 1 1 7: \ ,f Y Y Z T′→ , { }2 1 1 7: \ ,f Y Y Z T′ ′→ ,  

fα

0f α 1f α 2f α 3f α

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩
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( ) { }3 1 1 7: \ , , ,f X Y Y Z T T T T′ ′ ′∪ → ∪  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

5) ( )0 7f t Z= ,  ნებისმიერი 1 1t Y Y ′∈ ∩ ; 

6) ( ) { }1 7 ,f t Z T∈ ,  ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ და ( )1 1f t T′ = რომელიღაც 1 1\t Y Y′ ′∈ ; 

7) ( ) { }2 7 ,f t Z T ′∈ , ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ და ( )2 2f t T′ ′= რომელიღაც 2 1\t Y Y′ ′∈ ; 

)8 ( ) { }3 7 , , ,f t Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ ნებისმიერი ( )1 1\t X Y Y ′∈ ∪ . 

ახლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 

( ) ( )
( )
( ) ( )

7 1 1

1 1 1

2 1 1

3 1 1

,    ,

,   \ ,

,  \ ,

,   \ .

Z t Y Y

f t t Y Y
f t

f t t Y Y

f t t X Y Y

′∈ ∩
 ′∈

=  ′∈
′∈ ∪

 

შემდგომში დავუშვათ, რომ { } ( )( )
t X

t f tβ
∈

= ×∪ , { }7 7|Y t X t Zβ β= ∈ = , { }|TY t X t Tβ β= ∈ = , 

{ }|TY t X t Tβ β′ ′= ∈ = და { }|T TY t X t T Tβ β′∪ ′= ∈ = ∪ . მაშინ β ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 T T T TY Z Y T Y T Y T Tβ β β ββ ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪  

და აკმაყოფილებს შემდეგ პიროებებს: 

8 1 8 1,  ,  ,  .T T T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Yβ β β β β β
′ ′′ ′∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅  

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა 

ბინარულ მიმართებასადა დალაგებულ სისტემებს შორის. ცხადია, 

რომ განსხვავებულ  ბინარული მიმართებებს ეთანადება ( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α სახის 

განსხვავებული სისტემები. 

ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად ასახვათა რაოდენობა 

შესაბამისად ტოლია: 1 ,
( ) ( )1 1 1

\ \
2 2 1

Y Y Y Y Y′∪ ′⋅ − , 
( ) ( )1 1 1

\ \ \
2 2 1

Y Y Y Y Y′ ′ ′⋅ − და ( )1 1\
4

X Y Y ′∪
. ამრიგად, 

რეგულარული ელემენტების რაოდენობა  შეიძლება გამოვთავლოთ შემდეგნაირად.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 1

\ \ \\ \
2 2 1 2 2 1 4

Y Y Y Y Y Y X Y YY Y Y Y′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪′ ′⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ . 

შევნიშნოთ, რომ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 1

\ \ \\ \
2 2 1 2 2 1 4

Y Y Y Y Y Y X Y YY Y Y Y′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪′ ′⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ რიცხვი არ არის 

დამოკიდებული ,T T D′∈ ელემენტების შერჩევაზე, სადაც 
7

Z T⊂ , 7Z T ′⊂ , \T T ′ ≠ ∅

და \T T′ ≠ ∅ .რადგანაც D ნახევარმესერის ყველა ასეთ ქვენახევარმესერთა რიცხვი 

ტოლია  10-ის, ამიტომ ( ) ( )( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ სიმრავლის ყველა რეგულარულ ელემენტთა 

რაოდენობა გამოითვლება ფორმულით  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 11 1
\ \ \\ \

10 2 2 1 2 2 1 4
Y Y Y Y Y Y X Y YY Y Y Y

R D R D
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪′ ′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ . 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( )R D R Dβ ′ ′′∈ ∩

( )0 1 2 3, , ,f f f fα α α α

0 1 2 3, , ,f f f fα α α α
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 3 22 1

1 23 2 2 1

6 1 6 3 3 4 5 6 1

3 4 5 6 6 1 6 3

\ \ \\\

1 10
\ \ \\ \

2 9
\ \ \ \ \

3 5
\ \ \ \

4 6

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2 1 4

Z D Z D X DZ ZZ Z

Z D Z D X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

6 3 3 1 3 44 1 1

3 1 3 4 6 34 1 1

34 3 3 22 1

3 3 2 42 1

\

\ \ \\ \

5 7
\ \ \\ \

6 8
\ \\ \\

7 10
\ \ \\

8 9

,

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2 1 4 ,

10 2 2 1 2 2

X Z

Z Z Z Z Z ZZ Z X Z

Z Z Z Z Z ZZ Z X Z

Z D X DZ Z Z ZZ Z

Z D Z Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣

⌣

( )3
\

1 4 ,
X D

− ⋅
⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.17. ვთქვათ და .თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )6R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 6) პირობას, მაშინ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

6 3 3 62 1 1 2 1

6 5 5 6 4 3 3 44 1

2 3 3 2

2 1 32 1

\ \ \\ \ \

6

\ \ \ \\ \

\\ \

\ \ \\

20 2 1 2 1 4 20 2 1 2 1 4

              20 2 1 2 1 4 20 2 1 2 1 4

              20 2 1 2 1 4

10 2 2 1 2 2

X D Z Z Z ZZ Z Z Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z ZX Z X Z

X DZ Z Z Z

Z D Z D ZZ Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣

⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 22 3 21 2 1

6 1 6 3 3 4 5 6 3 4 5 6 6 1 6 31 1

6 3 3 1 3 4 3 1 3 44 1 1 4

\ \ \\\ \

\ \ \ \ \ \ \ \\ \

\ \ \ \ \\ \ \

1 4 10 2 2 1 2 2 1 4

10 2 2 1 2 2 1 4 10 2 2 1 2 2 1 4

10 2 2 1 2 2 1 4 10 2 2 1 2

Z D Z D X DZ Z ZX Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZX Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z X Z Z

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 31 1

3 34 3 3 2 3 2 4 32 1 2 1

\ \

\ \ \ \\ \ \ \\ \

2 1 4

10 2 2 1 2 2 1 4 10 2 2 1 2 2 1 4

Z ZZ X Z

Z D X D Z D X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.ლემა  7.14-ის ძალით სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

18

6 1 7 2 8

1

3 16 4 15 5 12 6 11

7 17 8 18 1 3 1 6

2 4 2 5 3 7 3 13

4 8 4 14 5

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R

∗

=

 ′ ′ ′ ′ ′= + ∩ + ∩ + 
 

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∩ + ∩ + ∩ + ∩ +
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∩ + ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

8 5 10

6 7 6 9 7 11 7 16

8 12 8 15 9 11 10 12

11 17 12 18 13 16 14 15

15 18 16 17 .

D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

′ ′ ′− ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′− ∩ − ∩

 

აქედან, ლემა  7.16-ის და ლემა  7.1-ის )f პირობის ძალით მივიღებთ მოცემული 

ლემის სამართლიანობას. 

ლემა დამტკიცებულია. 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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)′g ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 7.1-ის 7) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }, , , ,T T T T T T′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪ , სადაც

, , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ , T T T′ ′′′⊂ ⊂ ,  \T T ′ ≠ ∅ და \T T′ ≠ ∅ . D ნახევარმესერის 

განმარტების თანახმად გვექნება: 

{ }{ { } { }
{ } { } { }
{ }}

7 7 4 2 1 7 6 2 1 7 5 2 1

7 5 3 2 7 5 4 3 1 6 4 2 1

5 4 2 1

, , , , , , , , , ,  , , , , ,

              , , , , , , , , , ,  , , , , ,  

              , , , ,

XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣
 

ადვილი დასანახია, რომ ( )7 7, 2Q QΦ = და ( )6 7QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { }

1 7 4 2 1 2 7 4 1 2 3 7 6 2 1 4 7 6 1 2

5 7 5 2 1 6 7 5 1 2 7 7 5 3 2 8 7 5 2 3

9 7 5 4 3 1 10 7 5 3 4 1 11

, , , , , , , , , ,  , , , , ,  , , , , ,  

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

 , , , , ,  , , , ,  

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D

′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′ ′= = = =
′ ′ ′= =

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { }
{ } { }

6 4 2 1 12 6 4 1 2

13 5 4 2 1 14 5 4 1 2

, , , , , , , , , ,   

, , , , , , , , , ,

Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

′= =
′ ′= =

⌣ ⌣

⌣ ⌣

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

7 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

13 14

       

       .

R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′∪ ∪

…(1) 

(იხ. განსაზღვრება 2.9). 

ლემა  7.18.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z ≠∅ . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7

7 1 3 1 5

1

2 4 2 6 2 7

5 8 7 10 8 9

   

   

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑
 

დამტკიცება:ვთქვათ { }, , , ,D Y Y Y Y Y Y′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ ნებისმიერი ელემენტია { }1 2 14, , ...,D D D′ ′ ′

სიმრავლიდან და ( )R Dα ′∈ . მაშინ  ნახევარჯგუფის ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს  შემდეგი სახე  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T T TY T Y T Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , 

სადაც , , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ , T T T′ ′′′⊂ ⊂ ,  \T T ′ ≠ ∅ და \T T′ ≠ ∅ და  თეორემა  

7.1-ის 3) პირობების ძალით აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: TY Yα ⊇
T TY Y Yα α

′∪ ⊇ , 

T T TY Y Y Yα α α
′ ′′ ′∪ ∪ ⊇ , 

T T TY Y Y Yα α α
′ ′′′ ′′∪ ∪ ⊇ , 

TY Yα
′ ∩ ≠∅ , 

TY Yα
′′ ′∩ ≠ ∅ , 

TY Yα
′′′ ′′∩ ≠ ∅ . 

ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვაქვს, რომ 7Y Z⊇ , რადგანაც 7Z არის D  

ნახევარმესერის უმცირესი ელემენტი. აქედან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა: 

7
, , ,

, , , .
T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α

α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′′ ′ ′′∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

( )X
B D α

D
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ე.ი. მივიღეთ, რომ ( )R Dα ′′∈ , სადაც { }7, , , ,D Z Y Y Y Y Y′′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ . ამგვარად ( ) ( )R D R D′ ′′⊆ . 

აგრეთვე სამართლიანია შემდეგი ჩართვები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 13 1 13 2 14 2,  ,  , .R D R D R D R D R D R D R D R D′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆ ⊆  

ბოლო ჩართვებიდან და ( )1 ტოლობიდან მივიღებთ, რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10       

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪

…(2) 

ახლა ვთქვათ ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ α ბინარული მიმართებისათვის 

სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

7 4 2

1 4 2 1

7 4 1

2 4 1 2

,  ,  ,

,  ,  ,  .

,  ,  ,

,  ,  ,  

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

ბოლო პირობებიდან მივიღებთ, 1 2T T TY Y Y Z Z Dα α α
′ ′′∪ ∪ ⊇ ∪ ⊇

⌣
. 

ე.ი. ( )T T T T TY Y Y Y D Yα α α α α
′ ′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅

⌣
. ბოლო ტოლობა კი ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმდგენას, ე.ი. სამართლიანია შემდეგი  

ტოლობა: ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ = ∅ . 

ანალოიურდ დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 4

1 6 1 7

1 9 1 10

2 3 2 5

2 8 2 9

 ,
,  ,  
,  ,  
,   ,

 ,  ,

R D R D
R D R D R D R D
R D R D R D R D
R D R D R D R D
R D R D R D R D

′ ′∩ = ∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅

…(3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 4 3 6 3 7

3 10 4 5 4 8

4 9 4 10 5 6

5 7 5 9 5 10

6 8 6 9 6 10

7

, ,  ,  
, ,  ,  
,  ,  ,
,  ,  ,   
,  , ,  

R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
8 7 9 8 10

9 10

, ,  ,  
,

R D R D R D R D R D
R D R D

′ ′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′∩ =∅

…(4) 

ახლა დავამტკიცოთ შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 8 1 5 8

3 5 1 3 5

3 8 1 3 8 8 3 5

1 3 5 8

4 6 2 4 6

4 7 2 4 7 4 6 7

2 4 6 7

6

= ;
;

R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D
R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D
R D

′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∩ ∩ = ∩ ∩ =
′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

′ ∩ ( ) ( ) ( ) ( )7 2 6 7
R D R D R D R D′ ′ ′ ′= ∩ ∩

…(5) 

ვთქვათ 
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( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}
( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}
( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )}
( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 8 1 5 8

2 3 5 1 3 5

3 3 8 1 3 8 8 3 5

1 3 5 8

4 4 6 2 4 6

5 4 7 2 4 7 4 6 7

2 4 6

;

;

; ; ;

;

; ; ;

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D

S R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

′ ′ ′ ′∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

′ ′ ′∩ ∩ ( )}
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

7

6 6 7 2 6 7
;

R D

S R D R D R D R D R D

′∩
′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩

(6) 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

)a 1Sα∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

7 4 2

1 5 2 3

, , ,

, , , .
T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)b 2Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

7 4 2

1 5 6 2 1

, , ,

, , , , .
T T T T T T

T T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)c
3Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 4 2

1 5 6 2 3

, , ,

, , , , .
T T T T T T

T T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)d 4Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

7 4 1

2 5 6 1 2

, , ,

, , , , .
T T T T T T

T T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)e 5Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ,როცა 

7 4 1

2 5 6 3 2

, , ,

, , , , .
T T T T T T

T T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

)f 6Sα ∈ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  

7 5 1

2 5 3 2

, , ,

, ,  , .
T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

ვაჩვენოთ  c)პირობების სამართლიანობა: ვთქვათ 3Sα ∈ . მაშინ სამართლიანია 

შედეგი პირობები: 

7 6 2

1 6 2 1

7 5 2

3 5 2 3

,  ,  ,

,  ,  ,  .

,  ,  ,

,  ,  ,  

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(7) 

7 4 2

1 4 2 1

7 6 2

1 6 2 1

7

, , ,

, , , .

, , ,

, , , .

, 

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ 5 2

3 5 2 3

, ,

, , , 
T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α

α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(8) 
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7 6 2

1 6 2 1

7 5 2

1 5 2 1

7

, , ,

, , , .

, , ,

, , , .

, 

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ 5 2

3 5 2 3

, ,

, , , 
T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α

α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(9) 

7 4 2

1 4 2 1

7 6 2

1 6 2 1

7

,  ,  ,

,  ,  ,  .

,  ,  ,

,  ,  ,  .

,  

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ 5 2

1 5 2 1

7 5 2

3 5 2 3

,  ,

,  ,  ,  

,  ,  ,

,  ,  ,  

T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(10) 

აქედან მივიღებთ, რომ  

7 4 2

1 5 6 2 3

, , ,

, , , , .
T T T T T T

T T T T T T T

Y Z Y Y Z Y Y Y Z

Y Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α
′ ′ ′′

′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(11) 

მეორეს მხრივ, თუ სამართლიანია ბოლო პირობები, მაშინ სამართლიანი იქნება წინა 

პირობებიც, რადგანაც 2 6 1 3 4 5 6,  ,  ,  Z Z Z Z Z Z Z⊃ ⊃ = ∪ და 

4 6 4 5

1 3

,  ,
,

T T T T

T T

Y Z Y Z Y Z Y Z
Y Z Y Z

α α α α

α α
′ ′ ′ ′

′′ ′′

∩ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ⊇ ∩ ≠∅
∩ ⊇ ∩ ≠∅

 

c) პირობები დამტკიცებულია. 

ანალოგიურად დამტკიცდება ყველა დანარჩენი. აქედან კი გამომდინარეობს 

შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7

7 1 3 1 5

1

2 4 2 6 2 7

5 8 7 10 8 9

   

   

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑
 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა7.19.ვთქვათ { }7 , , , ,D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ და { }7 1 1 1 1 1, , , ,  D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ , სადაც  

D D′ ′′≠ , 1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ . თუ   ნახევარჯგუფის ბინარული 

მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 Z T T T TY Z Y Z Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , 

სადაც 7 7,  Z Z T Z Z T ′⊂ ⊂ ⊂ ⊂ , \T T ′ ≠ ∅ , \T T′ ≠ ∅ , , ,Z T T D′∈ , { }, ,Z T TY Y Yα α α
′ ∉ ∅ ,მაშინ 

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

7 7 7 1 7 1

7 1

,  ,  ,

,  ,  ,  .
Z Z T

Z T Z T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α

α α α α α α
′ ′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′′ ′ ′′∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

დამტკიცება:ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ . მაშინ თეორემა 7.1-ის 7) პირობის თანახმად 

სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

( )XB D α
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7 7 7 7 7

7 7 7 1 7 1 7 1

1 1 1

,  ,  ,  ,

,  ,  ;

,  ,  ,  ,

,  ,  .

Z Z T Z T

Z T T

Z Z T Z T

Z T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y

Y Z Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y

α α α α α α α α α

α α α

α α α α α α α α α

α α α

′

′

′

′

′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′ ′′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

′ ′′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′ ′′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(1) 

ბოლო პირობებიდან და 1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ ჩართვების გათვალიწინებით მივიღებთ 

7 7 7 1 7 1

7 1

,  ,  ,

,  ,  ,  .
Z Z T

Z T Z T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α

α α α α α α
′ ′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′′ ′ ′′∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

…(2) 

მეორეს მხრივ, თუ სამართლიანია ( )2 პირობები, მაშინ სამართლიანი იქნება ( )1

პირობებიც, რადგანაც 1T TY Y Y Yα α∩ ⊇ ∩ ≠∅ , 1T TY Y Y Yα α
′ ′′ ′∩ ⊇ ∩ ≠ ∅ და 1T TY Y Y Yα α

′ ′′′ ′′∩ ⊇ ∩ . 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.20.ვთქვათ, და . თუ X  სასრული 

სიმრავლეა, მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 171 1 1

1 1 1 11 1

 \ \  \\ \  \  

 \ \  \ \

7  2 2 1 2 3 3 2

                                                           3 3 2 5 .

Y Y Y Y Y YY ZY Y Y Y Y Y

Y Y Y X Y YY Y Y Y

R D R D
′ ′′ ′ ′ ′′∩ ∪ ′ ′′ ′ ′′

′′ ′′ ′ ′ ′′∪ ∪′′ ′ ′′ ′

′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅
 

 

დამტკიცება. ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ , სადაც { }7 , , , ,D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ ,

{ }7 1 1 1 1 1, , , ,  D Z Y Y Y Y Y′′ ′ ′′ ′ ′′= ∪ D D′ ′′≠ , 1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ . ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 Z T T T TY Z Y Z Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , 

სადაც 7 7,  Z Z T Z Z T ′⊂ ⊂ ⊂ ⊂ , \T T ′ ≠ ∅ , \T T′ ≠ ∅ , , , ,Z T T D′∈ , { }, ,Z T TY Y Yα α α
′ ∉ ∅ და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 1 1

1

,  ,  ,

,  ,  ,  .
Z Z Z Z Z T

Z Z T Z T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α

α α α α α α
′ ′

′ ′ ′ ′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′′ ′ ′′∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

(1) 

ახლა განვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α= ნებისმიერი t X∈ . 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α და 5f α  ასახვები კი შესაბამისად 

არიან fα ასახვის შეზღუდვები 7Z , 1 7\Y Z , ( )1 1 1 \Y Y Y′ ′′∩ , 1 1\Y Y′ ′′ , 1 1\Y Y′′ ′ , ( )1 1\  X Y Y′ ′′∪

სიმრავლეებზე.დაშვების თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α და 5f α  ასახვების თვისებები: 

)1 ვთქვათ 7t Z∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 
7 7t Z Y α∈ ⊆ აქედან და 

7Y α

სიმრავლის განსაზღვრებიდან მივიღებთ 7t Zα = . ამრიგად ( )0 7f t Zα = ნებისმიერი 

7t Z∈ . 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠∅
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)2 ვთქვათ 1 7\t Y Z∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 
1 7

α α∈ ⊆ ∪ Zt Y Y Y . აქედან და 

7Y α , ZY α  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }7 ,t Z Zα ∈ . ამრიგად 

( ) { }1 7 ,f t Z Zα ∈ ნებისმიერი 1 7\t Y Z∈ . 

მეორეს მხრივ ZY Yα ∩ ≠∅ .ე.ი. t Zα′ = რომელიღაც t Y′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, 

რომ 7t Z′∈ , მივიღებთ 7t Zα′ = . მაგრამ 7t Zα′ = ტოლობა ეწინააღმდეგება t Zα′ =

ტოლობას, რადგანაც 7Z Z≠ . ე.ი. 7\t Y Z′∈ . ამრიგად ( )1f t Zα ′ = რომელიღაც 7\t Y Z′∈ . 

)3 ვთქვათ ( )1 1 1 \t Y Y Y′ ′′∈ ∩ . მაშინ (1) პირობების ძალით  გვექნება  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 7 7 7 \ Z T Z T Zt Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α
′′ ′′ ′ ′′∈ ∩ ⊆ ∩ ⊆ ∪ ∪ ∩ ∪ ∪ = ∪ , 

აქედან და ZY α , ZY α
′  სიმრავლების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }7 ,t Z Zα ∈ . ამრიგად 

( ) { }2 7 ,f t Z Zα ∈ ნებისმიერი ( )1 1 1 \t Y Y Y′ ′′∈ ∩ .  

)4 ვთქვათ 1 1\t Y Y′ ′′∈ . მაშინ (1)პირობების ძალით გვექნება 1 1 1 7\ Z Tt Y Y Y Y Y Yα α α′ ′′ ′∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪

. აქედან და 7Y α , ZY α , TY α სიმრავლების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }7 , ,t Z Z Tα ∈ . 

ამრიგად ( ) { }3 7 , ,f t Z Z Tα ∈ ნებისმიერი 1 1\t Y Y′ ′′∈ . 

მეორეს მხრივ TY Yα ′∩ ≠ ∅ . ე.ი. z Tα = რომელიღაც z Y ′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, 

რო 1z Y ′′∈ ,მივიღებთ 1 7 Z Tz Y Y Y Yα α α
′′′∈ ⊆ ∪ ∪ . აქედან და 7 ,Yα

ZY α , TY α
′  სიმრავლეების 

განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }7 , ,z Z Z Tα ′∈ . ბოლო პირობა კი ეწინააღმდეგება 

z Tα =  ტოლობას, რადგანაც { }7 , ,T Z Z T ′∉ . ე.ი. 1\z Y Y′ ′′∈ . ამრიგად ( )3f z Tα =

რომელიღაც 1\z Y Y′ ′′∈ . 

)5 ვთქვათ 1 1 \t Y Y′′ ′∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით მივიღებთ 

1 1 1 7 \ Z Tt Y Y Y Y Y Yα α α
′′′ ′ ′′∈ ⊆ ⊆ ∪ ∪ . აქედან და 7Y α , ZY α

TY α
′ სიმრავლეების განსაზღვრების 

ძალით გვექნება { }7 , ,t Z Z Tα ′∈ . ამრიგად ( ) { }4 7 , ,f t Z Z Tα ′∈ ნებისმიერი 1 1 \t Y Y′′ ′∈ . 

მეორეს მხრივ TY Yα
′ ′′∩ ≠ ∅ . მაშინ z Tα′ ′= რომელიღაც z Y′ ′′∈ . ახლა თუ 

დავუშვებთ, რომ 1z Y′ ′∈  მივიღებთ 1 7 Z Tz Y Y Y Yα α α′ ′∈ ⊆ ∪ ∪ . აქედან და 7 ,Yα
ZY α , TY α

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან გვექნება { }7 , ,z Z Z Tα′ ∈ . ბოლო პირობა კი 

ეწინააღმდეგება z Tα′ ′= ტოლობას, რადგანაც { }7 , ,T Z Z T′∉ , ე.ი. 1\z Y Y′ ′′ ′∈ . ამგვარად 

( )4f z Tα ′ ′= რომელიღაც 1\z Y Y′ ′′ ′∈ . 

)6 ვთქვათ ( )1 1\  t X Y Y′ ′′∈ ∪ . მაშინ ( )1 1 7\  Z T T T TX Y Y Y Y Y Y Yα α α α α
′ ′∪′ ′′∪ ⊆ ∪ ∪ ∪ ∪ და 

{ }7 , , , ,t Z Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ .  ამრიგად ( ) { }5 7 , , , ,f t Z Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ ნებისმიერი 

( )1 1\  t X Y Y′ ′′∈ ∪ . 

მივიღეთ, რომ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს 

ცალსახად განსაზღვრული დალაგებული ( )0 1 2 3 4 5, , , , ,f f f f f fα α α α α α სისტემა. ახლა 

ვთქვათ 
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{ }0 7 7:f Z Z→ , { }1 1 7 7: \ ,f Y Z Z Z→ , ( ) { }2 1 1 1 7:  \ ,f Y Y Y Z Z′ ′′∩ → , 

{ }3 1 1 7: \ , ,f Y Y Z Z T′ ′′→ , { }4 1 1 7: \ , ,f Y Y Z Z T′′ ′ ′→ , 

( ) { }5 1 1 7: \  , , , ,f X Y Y Z Z T T T T′ ′′ ′ ′∪ → ∪  

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

)7 ( )0 7f t Z= ,  ნებისმიერი 7t Z∈ -სათვის; 

)8 ( ) { }1 7 ,f t Z Z∈ , ნებისმიერი 1 7\t Y Z∈ -სათვის და ( )1f t Z′ = , რომელიღაც 7\t Y Z′∈ ; 

)9 ( ) { }2 7 ,f t Z Z∈ ,  ნებისმიერი ( )1 1 1 \t Y Y Y′ ′′∈ ∩ ; 

)10 ( ) { }3 7 , ,f t Z Z T∈ , ნებისმიერი 1 1\t Y Y′ ′′∈ და ( )3f z T= , რომელიღაც 1\z Y Y′ ′′∈ ; 

)11 ( ) { }4 7 , ,f t Z Z Tα ′∈ , ნებისმიერი 1 1 \Y Y′′ ′და ( )4f z T′ ′= , რომელიღაც 1\z Y Y′ ′′ ′∈ ; 

)12 ( ) { }5 7 , , , ,f t Z Z T T T Tα ′ ′∈ ∪ ნებისმიერი ( )1 1\  t X Y Y′ ′′∈ ∪ . 

ახლა განვსაზღვროთ 

:f X D→ ასახვა 

შემდეგნაირად: 

 

 

შემდგომში დავუშვათ, რომ { } ( )( )
t X

t f tβ
∈

= ×∪ , { }7 7|Y t X t Zβ β= ∈ = , 

{ }|ZY t X t Zβ β= ∈ = , { }|TY t X t Tβ β= ∈ = ,  { }|TY t X t Tβ β′ ′= ∈ = და 

{ }|T TY t X t T Tβ β′∪ ′= ∈ = ∪ . მაშინ β ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას ექნება სახე  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )7 7 Z T T T TY Z Y Z Y T Y T Y T Tβ β β β ββ ′ ′∪′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪  

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 1 7 1

7 1

,  ,  ,

,  ,  ,  .
Z Z T

Z T Z T T

Y Z Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

β β β β β β

β β β β β β
′ ′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′′ ′ ′′∪ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅  

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა 

ბინარულ მიმართებასადა ( )0 1 2 3 4 5, , , , ,f f f f f fα α α α α α  დალაგებულ სისტემებს შორის. 

ცხადია რომ განსხავებულ ბინარულ მიმართებებს შეესაბამება 

( )0 1 2 3 4 5, , , , ,f f f f f fα α α α α α სახის განსხვავებული დალაგებულლი სისტემები. 

ლემა 1.1-სა და ლემა 1.3-ის თანახმად 
0αf , 

1αf , 
2αf , 3f α , 4f α , 5f α   ასახვათა 

რაოდენობა შესაბამისად ტოლია: 

1, ( )71 \\
2 2 1

Y ZY Y ⋅ − , ( )1 1 1\
2

Y Y Y′ ′′∩
, ( ) ( )1 1 1 1\ \  \  

3 3 2
Y Y Y Y Y Y Y′ ′ ′′∪ ′ ′′ ′ ′′⋅ − , ( ) ( )1 1 1 1 \ \ \

3 3 2
Y Y Y Y Y Y Y′′ ′′ ′∪ ′′ ′ ′′ ′⋅ − , 

( )1 1\
5

X Y Y′ ′′∪
.  

( ) ( )R D R Dβ ′ ′′∈ ∩

( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )

7 7

1 1 7

2 1 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

,   ,
,   \ ,
,    \ ,
,  \
,    \ ,
,   \  .

Z t Z
f t t Y Z
f t t Y Y Y

f t
f t t Y Y
f t t Y Y
f t t X Y Y

∈
∈

 ′ ′′∈ ∩
=  ′ ′′∈
 ′′ ′∈ ′ ′′∈ ∪



141 

 

ამრიგად, რეგულარული ელემენტების რაოდენობა  შეიძლება გამოვთვალოთ 

შემდეგნაირად:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 171 1 1 1 1 \ \   \ \\\ \  \  \ \
 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5 .

Y Y Y Y Y Y Y Y Y X Y YY ZY Y Y Y Y Y Y Y Y Y′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′∩ ∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅  

შევნიშნოთ, რომ ეს რიცხვი არ არის დამოკიდებული , , ,Z Z T T D′ ′∈  ელემენტების 

შერჩევაზე, სადაც Z Z T′⊂ ⊂ , Z Z T′ ′⊂ ⊂ , \T T ′ ≠ ∅ და \T T′ ≠ ∅ . D ნახევარმესერის 

ყველა ასეთ განსხვავებულ ქვენახევარმესერთა რაოდენობა ტოლია  7-ის, ამიტომ 

( ) ( )R D R D′ ′′∩  სიმრავლის ყველა რეგულარული ელემენტების რაოდენობა ტოლი 

იქნება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 171 1 1

1 1 1 11 1

 \ \  \\ \  \  

 \ \  \ \

7  2 2 1 2 3 3 2

                                                           3 3 2 5 .

Y Y Y Y Y YY ZY Y Y Y Y Y

Y Y Y X Y YY Y Y Y

R D R D
′ ′′ ′ ′ ′′∩ ∪ ′ ′′ ′ ′′

′′ ′′ ′ ′ ′′∪ ∪′′ ′ ′′ ′

′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅
 

ბოლო ტოლობიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 2 44 6 6 7 2 1 2 1 1 2 1 2

11 2 44 5 5 7 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 44 6 6 7 1

\ \\\ \ \ \ \ \

1 3

\ \\\ \ \ \ \ \

1 5

\\ \ \

2 4

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z ZZ Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

∩

∩

∩

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

22 1 2 2 1 2 1

11 2 44 5 5 7 2 1 2 1 1 2 1 2

21 2 44 5 5 7 3 2 3 2 2 1 2 1

\ \\ \ \

\ \\\ \ \ \ \ \

2 6

\ \\\ \ \ \ \ \

2 7

5

2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

Z D X DZ Z Z Z Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D

∩

∩

− ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ∩

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 2 55 5 5 7 3 2 3 22 1 2 1

3 2 55 5 5 7 3 2 3 2 4 3 4 32 1

3 2 55 5 5 7 4 3

\ \\\ \ \ \\ \

8

\\\ \ \ \ \ \\

7 10

\\ \ \

8 9

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

7 2 2 1 2 3 2

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z ZZ Z Z Z Z Z

R D

R D R D

R D R D

∩

∩

∩

′ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣

⌣

( ) ( )34 3 3 2 3 2
\ \\ \ \

3 3 2 5 ;
Z D X DZ Z Z Z Z Z⋅ ⋅ − ⋅
⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.21. ვთქვათ და .თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )7R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 7) პირობას, მაშინ 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 44 7 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 66 7 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 55 7 2 1 2 1 1 2 1 2

\\\ \ \ \ \

7

\\\ \ \ \ \

\\\ \ \ \ \

14 2 1 2 3 2 3 2 5

              14 2 1 2 3 2 3 2 5

              14 2 1 2 3 2 3 2 5

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

XZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗

∩

∩

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 55 7 2 3 2 3 3 2 3 2

4 3 55 7 4 3 4 3 3 4 3 4

2 12 1 44 6 6 7 2 1 2 1

\\\ \ \ \ \

\\\ \ \ \ \

\ \\\ \ \ \

              14 2 1 2 3 2 3 2 5

              14 2 1 2 3 2 3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3

D

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D ZZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z

∩

∩

∩

+

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣

⌣

⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2

2 12 1 44 5 5 7 2 1 2 1 1 2 1 2

1 21 2 1 22 1 44 6 6 7 2 1 2 1

24 5 5 7

\\ \

\ \ \\\ \ \ \ \ \

\ \ \\ \\\ \ \ \

\ \

3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

7 2 2 1 2

D X DZ Z Z Z

Z D Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z D X DZ Z Z ZZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z

Z ZZ Z Z Z

∩

∩

∩

⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 11 4 2 1 2 1 1 2 1 2

1 22 1 44 5 5 7 3 2 3 2 2 3 2 3

2 12 1 55 5 5 7 3 2 3 22 1 2 1

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\\ \ \ \ \ \

\ \\\ \ \ \\ \

3 3 2 3 3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2

Z D Z D X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

∩

∩

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

32 3 55 5 5 7 3 2 3 2 4 3 4 32 1

32 3 55 5 5 7 4 3 4 3 3 2 3 22 1

\

\ \\\ \ \ \ \ \\

\ \\\ \ \ \ \ \\

5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

7 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

X D

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

∩

∩

⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣

 

დამტკიცება.ლემა  7.19-ის ძალით გვექნება  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

14

7 1 5 3 5 4 6

1

2 6 3 11 9 11 4 12

10 12 8 13 10 13 7 14

9 14 .

i

i

R Q R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ − ∩ − 
 

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′− ∩

∑
 

აქედან, ლემა  7.20-ის დალემა  7.1 -ის 7 ) პირობის გათვალისწინეით მივიღებთ 

მოცემული ლემის სამართლიანობას. 

ლემა დამტკიცებულია. 

)′h ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის  8) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }8 7 4 2 1, , , , ,Q Z T Z Z Z D=
⌣

, სადაც { }7 6,T Z Z∈ . 

D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად

{ } { }{ }8 7 6 4 2 1 7 5 4 2 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )8 8, 2Q QΦ = და ( )8 2QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { }
{ } { }

1 7 6 4 2 1 2 7 6 4 1 2

3 7 5 4 2 1 4 7 5 4 1 2

, , , , , ,  , , , , , ,

, , , , , ,  , , , , , .

D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

′ ′= =

′ ′= =

⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 



143 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 1 2 3 4R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ .        …(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  7.22.  ვთქვათ და .თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )8R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 8) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 46 7 4 6 4 6 1 2 1 2

5 7 4 5 4 52 1 2 1

2 1 4 1 2 1 2 2 1 2 1

8 1 2 3 4

\\ \ \ \ \

\ \ \ \\ \

\\ \ \ \ \

            4 2 1 3 2 3 4 3

             4 3 6 4 2 1 3 2

            3 4 3 4 3 6

Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X D Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

XZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q R D R D R D R D∗

∩

∩

′ ′ ′ ′= + + + =

= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

.
D
⌣

 

დამტკიება.ვთქვათ ( ) ( )21
R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α ბინარულ 

მიმართებას აქვს სახე  

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 0T Z ZY Z Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
, 

სადაც 7 4Z T Z Z⊂ ⊂ ⊂ , 7 4Z T Z Z′⊂ ⊂ ⊂ , Z Z D′∪ =
⌣

, \Z Z ′ ≠ ∅ , \Z Z′ ≠ ∅

{ }8 4, , , ,T Z ZY Y Y Y Yα α α α α
′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 6 7 4 4

7 4 2 7 4 1

6 4 4 2 1

,  ,  ,
,  ,

,  ,  ,  ;

T T

T Z T Z

T Z Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Y Y Y Z Y Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α
′

′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

7 7 7 6 7 4 4

7 4 1 7 4 2

6 4 4 1 2

,  ,  ,
,  ,

,  ,  ,  ;

T T

T Z T Z

T Z Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Y Y Y Z Y Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α
′

′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅

 

აქედან მივიღებთ, რომ 7 4 1 2 T ZY Y Y Y Z Z D
α α α α

′∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ =
⌣

.ე.ი. ( )7 4 T Z ZY Y Y Y Yα α α α α
′∪ ∪ ∪ ∩ ≠∅ . 

ბოლო ტოლობა კი ეწინააღმდეგება α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას, ამიტომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა ( ) ( )21
R D R D′ ′∩ = ∅ . 

ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ( ) ( ) ( ) ( )1 4 2 3 , ,  .R D R D R D R D′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ (2) 

ახლა ვთქვათ ( ) ( )31
R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული 

მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 0T Z ZY Z Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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სადაც 7 4Z T Z Z⊂ ⊂ ⊂ , 7 4Z T Z Z′⊂ ⊂ ⊂ , Z Z D′∪ =
⌣

, \Z Z ′ ≠∅ , \Z Z′ ≠∅

{ }8 4, , , ,T Z ZY Y Y Y Yα α α α α
′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 7 7 6 7 4 4

7 4 2 7 4 1

6 4 4 2 1

,  ,  ,
,  ,

,  ,  ,  ;

T T

T Z T Z

T Z Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Y Y Y Z Y Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α
′

′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

7 7 7 5 7 4 4

7 4 1 7 4 2

5 4 4 1 2

,  ,  ,
,  ,

,  ,  ,  ;

T T

T Z T Z

T Z Z

Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Y Y Y Z Y Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z Y Z

α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α
′

′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∪ ∪ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

აქედან მივიღებთ, რომ 7 5 5 4 TY Y Z Z Zα α∪ ⊇ ∪ = .ე.ი. ( )7 4 4 4 TY Y Y Z Yα α α α∪ ∩ ⊇ ∩ ≠∅ . ბოლო 

ტოლობა კი ეწინააღმდეგება α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას, ამიტომ ( ) ( )31
R D R D′ ′∩ = ∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ

( ) ( ) ( ) ( )2 4 3 4 , ,  .R D R D R D R D′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ …(3) 

( ) ( )1 3− ტოლობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 1 2 3 4R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= + + + . 

ბოლო ტოლობიდან და ლემა 7.1-ის )h პირობიდან გამომდინარეობს შემდეგი 

ტოლობის სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 46 7 4 6 4 6 1 2 1 2

5 7 4 5 4 52 1 2 1

2 1 4 1 2 1 2 2 1 2 1

\\ \ \ \ \

8

\ \ \ \\ \

\\ \ \ \ \

4 2 1 3 2 3 4 3

                   4 3 6 4 2 1 3 2

                   3 4 3 4 3 6 .

Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

X D Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗

∩

= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣
 

ლემა დამტკიცებულია. 

)′i ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 9) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }7 5 4 3 1, , , , ,Z Z Z Z Z D
⌣

, D  ნახევარმესერის 

განსაზღვრების თანახმად გვექნება { }9 7 5 4 3 1, , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. ადვილი დასანახია, რომ 

( )9 9, 2Q QΦ =  და ( )9 1QΩ = . შემოვიღოთ შედეგი აღნიშვნა: { }1 7 5 4 3 1, , , , ,D Z Z Z Z Z D′ =
⌣

, 

მაშინ ( ) ( )9 1R Q R D∗ ′=  ე.ი. ( ) ( )9 1R Q R D∗ ′=  და  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 55 7 3 4 3 4 4 3 4 3
\\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣
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)′j ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 10) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }10Q , , , ,T T T T T Z′ ′′ ′ ′′= ∪ , სადაცT T′⊂ , 

T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T Z′ ′′∪ = . D ნახევარმესერის განმარტების ძალით 

გვექნება  

{ }{ { } { }
{ } { } { }}

10 7 6 5 4 7 6 3 1 7 4 3 1

7 6 5 4 2 7 6 5 4 1 5 4 3 1

, , , , , , , , , , , , , , ,  

              , , , , ,   , , , , , , , , ,

XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D

ϑ =
⌣ ⌣ ⌣

⌣ . 

ადვილი დასანახია, რომ ( )10 10, 2Q QΦ = და ( )10 6QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { } { }
{ }

1 7 6 5 4 2 7 5 6 4 3 7 6 3 1

4 7 3 6 1 5 7 4 3 1 6 7 3 4 1

7 7 6 5 4 2 8 7 5 6 4 2 9 7 6 5 4 1

10 7 5 6 4 1

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,  

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z

D Z Z Z Z Z

′ ′ ′= = =

′ ′ ′= = =
′ ′ ′= = =
′ ′=

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

{ } { }11 5 4 3 1 12 5 3 4 1, , , , ,  , , , , ,D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D′= =
⌣ ⌣

 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12            
R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ .     …(1) 

(იხ.განსაზღვრება 1.9). 

ლემა  7.23.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 

7Z ≠ ∅ .მაშინ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

10 1 3 2 4 3 5 4 6

1

i

i

R Q R D R D R D R D R D R D R D R D R D∗

=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ − ∩ − ∩∑
. 

დამტკიცება.ვთქვათ { }, , , ,D Z Z Z Z Z Z′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′= ∪ და ( )R Dα ′∈ . მაშინ ( )XB D

ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T T T T ZY T Y T Y T Y T T Y Zα α α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × , 

სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ ,  \T T′′ ′ ≠ ∅ ,  T T Z′ ′′∪ ⊂ . { }, , ,T T T ZY Y Y Yα α α α
′ ′′ ∉ ∅ და 

თეორემა 7.1-ის 10) პირობის ძალით აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 
T TY Y Zα α

′ ′∪ ⊇ , 

T TY Y Zα α
′′ ′′∪ ⊇ , TY Zα

′ ′∩ ≠ ∅ , TY Zα
′′ ′′∩ ≠ ∅ , ZY Zα ′′′∩ ≠ ∅ . აქედან მივიღებთ, რომ 
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Z ZY D Y Zα α ′′′∩ ⊇ ∩ ≠ ∅
⌣

, რადგანაც D
⌣

არის D  ნახევარმესერის მაქსიმალური ელემეტი. 

ამრიგად სამართლიანია შემდეგი ჩართვები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7 1 9 1 8 2

10 2 11 5 12 6

,  ,   ,

,  ,  ,

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆
′ ′ ′ ′ ′ ′⊆ ⊆ ⊆

 

ბოლო ჩართვებიდან და ( )1 ტოლობიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობის 

სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 1 2 3 4 5 6R Q R D R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ …(2) 

ახლა დავუშვათ, რომ  ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ α ბინარული მიმართებისათვის 

სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

6 5 6 5

5 6 5 6

,  ,  ,  ,  ;
,  ,  ,  ,  .

T T T T T T Z

T T T T T T Z

Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z Y D
Y Y Z Y Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α α

α α α α α α α
′ ′′ ′ ′′

′ ′′ ′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣
⌣  

ბოლო ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ ( ) ( ) 4 4T T T TY Y Y Y Z Zα α α α
′ ′′∪ ∩ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ . მიღებული 

ტოლობა კი ეწინააღმდეგება α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ 

წარმოდგენას. ამრიგად სამართლიანია შემდეგი ტოლობა ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ = ∅ . 

ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 4 1 5

1 6 2 3 2 5

2 6 3 4 3 6

4 5 5 6

,  , ,
 ,    ,   ,

,  ,  ,
, ,

R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D R D R D
R D R D R D R D

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅ ∩ =∅
′ ′ ′ ′∩ = ∅ ∩ =∅

…(3) 

(2) და (3) ტოლობებიდან გამომდინარეობს შემდგი ტოლობის სამართლიანობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

10 1 3 2 4 3 5 4 6

1

i

i

R Q R D R D R D R D R D R D R D R D R D∗

=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ − ∩ − ∩∑  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  7.24.ვთქვათ { }7 , , , ,D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′ ′′= ∪ და { }7 1 1 1 1 1, , , ,  D Z Y Y Y Y Y′′ ′ ′ ′′= ∪ , D D′ ′′≠ , 

1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ და ( )XB D  ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )7 7 Z T Z T TY Z Y Z Y T Y Z T Y Tα α α α αα ′ ′ ′ ′∪′ ′ ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ ×  

სადაც ,  Z Z Z T′ ′⊂ ⊂ , \Z T′ ′ ≠ ∅ , \T Z′ ′ ≠ ∅ , Z T T′ ′∪ ⊂ , , , ,Z Z T T D′ ′ ∈  , { }, ,Z T TY Y Yα α α
′ ′ ′ ∉ ∅ .  

მაშინ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  
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7 1 1 7 1 7 1 1,  ,  ,  ,  ,  .Z T Z T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α
′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅  

დამტკიცება.ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ . მაშინ სამართლიანია შემდეგი პირობები: 

7 7 7

7 1 1 7 1 7 1 1 1 1

,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,  .
Z T Z T T

Z T Z T T

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

α α α α α α α α

α α α α α α α α
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

(1) 

აქედან და 1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ ჩართვებიდან მივიღებთ, რომ

7 1 1 7 1 7 1,  ,  ,  ,  ,  .Z T Z T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α
′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ …(2) 

ახლა ვთქვათ სამართლიანია ( )2 პირობები, ( )1 მაშინ სამართლიანი იქნება 

(1)პირობებიც, რადგანაც 1 1Y Y Y Y′ ′∩ ⊇ ∩ , 
1T TY Y Y Yα α

′ ′′ ′∩ ⊇ ∩ და
1T TY Y Y Yα α′′ ′′∩ ⊇ ∩ . 

ლემა დამტკიცებულია  

ლემა  7.25.ვთქვათ { }7 , , , ,D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′ ′′= ∪ და { }7 1 1 1 1 1, , , ,  D Z Y Y Y Y Y′′ ′ ′ ′′= ∪ , სადაც D D′ ′′≠ , 

1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ . მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1 1 1

\ \\ \  

 \ \ \ \  

6  2 2 1 2 2 1

                           5 5 4 5

Y Y Y Y Y YY Y Y Y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y X Y

R D R D
′ ′ ′∪ ∪′ ′

′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ′′

′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⋅ ⋅ − ⋅
. 

დამტკიცება.ვთქვათ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ , სადაც { }7 , , , ,D Z Y Y Y Y Y′ ′ ′ ′′= ∪ , 

{ }7 1 1 1 1 1, , , ,  D Z Y Y Y Y Y′′ ′ ′ ′′= ∪ , D D′ ′′≠ , 1Y Y⊇ , 1Y Y′ ′⊇ , 1Y Y′′ ′′⊇ . მაშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )7 7 Z T Z T TY Z Y Z Y T Y Z T Y Tα α α α αα ′ ′ ′ ′∪′ ′ ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × , 

სადაც ,  Z Z Z T′ ′⊂ ⊂ , \Z T′ ′ ≠ ∅ , \T Z′ ′ ≠ ∅ , Z T T′ ′∪ ⊂ , , , ,Z Z T T D′ ′ ∈ , { }, ,Z T TY Y Yα α α
′ ′ ′ ∉ ∅

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 1 1 7 1 7 1,  ,  ,  ,  ,  .Z T Z T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α α
′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ …(1) 

ახლა განვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლიდან D სიმრავლეში შემდეგნაირად:

( )f t tα α= ნებისმიერი t X∈ . 0f α , 1f α , 2f α , 3f α და 4f α ასახვებით აღვნიშნოთ fα ასახვის 

შეზღუდვები შესაბამისად 1 1Y Y ′∩ , 1 1\Y Y ′ , 1 1\Y Y′ , ( )1 1 1\Y Y Y′′ ′∪ , 1\X Y ′′

სირავლეებზე.დაშვების თანახმად მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად 

თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ 0f α , 1f α , 2f α , 3f α 4f α ასახვების თვისებები: 
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)1 ვთქვათ 1 1t Y Y′∈ ∩ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 

( ) ( )1 1 7 7 7 Z Tt Y Y Y Y Y Y Yα α α α α
′ ′′∈ ∩ ⊆ ∪ ∩ ∪ = . აქედან და 7Y α სიმრავლის განსაზღვრებიდან 

მივიღებთ, რომ 7t Zα = . ამრიგად ( )0 7f t Zα = ,ნებისიერი 1 1t Y Y ′∈ ∩ . 

)2 ვთქვათ 1 1\t Y Y ′∈ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 1 7 Zt Y Y Yα α
′∈ ⊆ ∪ . აქედან და  

7Y α , ZY α
′ სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }7 ,t Z Zα ′∈ . ამრიგად 

( ) { }1 7 ,f t Z Zα ′∈  ნებისმიერი 1 1\t Y Y ′∈ სათვის. 

მეორეს მხრივ ZY Yα
′ ∩ ≠∅ . ე.ი. z Zα′ ′=  რომელიღაც z Y′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ

1z Y′ ′∈ , მივიღებთ { }7 ,z Z Tα′ ′∈ , რაც ეწინააღმდეგება z Zα′ ′=  ტოლობას, რადგანაც 

{ }7 ,Z Z T′ ′∉ . ე.ი. 1\z Y Y′ ′∈ . ამრიგად ( )1f z Zα ′ ′= რომელიღაც 1\z Y Y′ ′∈ . 

)3 ვთქვათ 1 1\t Y Y′∈  . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 1 7 Tt Y Y Yα α
′′∈ ⊆ ∪  აქედან და 

7Y α ,  TY α
′ სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }7 ,t Z Tα ′∈ . ამრიგად 

( ) { }2 7 ,f t Z Tα ′∈ ,  ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ . 

მეორეს მხრივ TY Yα
′ ′∩ ≠ ∅ . ე.ი. t Tα′ ′= რომელიღაც t Y′ ′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 

1t Y′∈  მივიღებთ { }7 ,t Z Zα′ ′∈ , რაც ეწინააღმდეგება t Tα′ ′= ტოლობას, რადგანაც 

{ }7 ,T Z Z′ ′∉ , ე.ი. 1\t Y Y′ ′∈ . ამრიგად ( )2f t Tα ′ ′= ,  რომელიღაც 1\t Y Y′ ′∈ . 

)4 ვთქვათ ( )1 1 1\t Y Y Y′′ ′∈ ∪ . მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 

( )1 1 1 7\ Z T Z T Tt Y Y Y X Y Y Y Y Yα α α α α
′ ′ ′ ′∪′′ ′∈ ∪ ⊆ = ∪ ∪ ∪ ∪  და { }7 , , , ,t Z Z T Z T Tα ′ ′ ′ ′∈ ∪ . ამრიგად 

( ) { }3 7 , , , ,f t Z Z T Z T Tα ′ ′ ′ ′∈ ∪ ნებისმიერი ( )1 1 1\t Y Y Y′′ ′∈ ∪ . 

მეორეს მხრივ 
TY Yα ′′∩ ≠ ∅ .ე.ი.  2t Tα′ =  რომელიღაც 2t Y′ ′′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, 

რომ ( ) ( ) ( )2 1 1 7 7Z Tt Y Y Y Y Y Yα α α α
′ ′′ ′∈ ∪ ⊆ ∪ ∪ ∪ , მივიღებთ { }2 7 , ,t Z Z Tα′ ′ ′∈  რაც 

ეწინააღმდეგება 2t Tα′ =  ტოლობას, რადგანაც { }7 , ,T Z Z T′ ′∉ . ე.ი. ( )2 1 1\t Y Y Y′ ′′ ′∈ ∪ . 

ამრიგად ( )3 2f t Tα ′ =  რომელიღაც ( )2 1 1\t Y Y Y′ ′′ ′∈ ∪ . 

)5 ვთქვათ 1\t X Y ′′∈ . 1 7\ Z T Z T Tt X Y X Y Y Y Y Yα α α α α
′ ′ ′ ′∪′′∈ ⊆ = ∪ ∪ ∪ ∪  და 

{ }7 , , , ,t Z Z T Z T Tα ′ ′ ′ ′∈ ∪ . ამრიგად ( ) { }4 7 , , , ,f t Z Z T Z T Tα ′ ′ ′ ′∈ ∪  ნებისმიერი

1\t X Y ′′∈ . 
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მივიღეთ, რომ  ყოველი ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს 

ცალსახად განსაზღვრული დალაგებული ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α ასახვათა სისტემა.  

შემდგომშივთქვათ 

{ }0 1 1 7:f Y Y Z′∩ → , { }1 1 1 7: \ ,f Y Y Z Z′ ′→ , { }2 1 1 7: \ ,f Y Y Z T′ ′→ , 

( ) { }3 1 1 1 7: \ , , , ,f Y Y Y Z Z T Z T T′′ ′ ′ ′ ′ ′∪ → ∪ , { }4 1 7: \ , , , ,f X Y Z Z T Z T T′′ ′ ′ ′ ′→ ∪ , 

არიან ისეთი ასახვები, როლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

)6 ( )0 7f t Z= ,  ნებისმიერი 1 1t Y Y ′∈ ∩ ; 

)7 ( ) { }1 7 ,f t Z Z ′∈ ,ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ და ( )1 1f t Z ′= რომელიღაც 1 1\t Y Y′∈ ; 

)8 ( ) { }2 7 ,f t Z T ′∈ ,  ნებისმიერი 1 1\t Y Y′∈ და ( )2 2f t T ′= , რომელიღაც 2 1\t Y Y′∈ ; 

)9 ( ) { }3 7 , , , ,f t Z Z T Z T T′ ′ ′ ′∈ ∪ , ნებისმიერი ( )1 1 1\t Y Y Y′′ ′∈ ∪ და ( )3 3f t T= , რომელიღაც 

( )3 1 1\t Y Y Y′′ ′∈ ∪ ; 

)10 ( ) { }4 7 , , , ,f t Z Z T Z T Tα ′ ′ ′ ′∈ ∪ , რომელიღაც 1\X Y ′′  . 

ახლა განვსაზღვროთ :f X D→ ასახვა შემდეგნაირად: 

 

შემდგომში დავუშვათ, რომ { } ( )( )
t X

t f tβ
∈

= ×∪ , { }7 7|Y t X t Zβ β= ∈ = , { }|ZY t X t Zβ β′ ′= ∈ = ,

{ }|TY t X t Tβ β′ ′= ∈ = , { }|Z TY t X t Z Tβ β′ ′∪ ′ ′= ∈ = ∪ და { }|TY t X t Tβ β= ∈ = . მაშინ β

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )7 7 Z T Z T TY Z Y Z Y T Y Z T Y Tβ β β β ββ ′ ′ ′ ′∪′ ′ ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ ×  

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 1 1 7 1 7 1,  ,  ,  ,  ,  .Z T Z T TY Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Yβ β β β β β β β
′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′⊇ ∩ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅  

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარულ 

მიმართებასა და ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α  დალაგებულ სისტემას შორის. ლემა  1.3-ის 

თანახმად 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α ასახვათა რაოდენობა შესაბამისად ტოლია  

( )
( )
( )
( ) ( )
( )

7 1 1

1 1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1

,    ,
,    \ ,
,    \ ,
,    \ ,
,   \  .

Z t Y Y
f t t Y Y

f t f t t Y Y
f t t Y Y Y
f t t X Y

 ′∈ ∩
 ′∈ ′= ∈

′′ ′∈ ∪
 ′′∈
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1, 
( ) ( )1 1 1

\ \
2 2 1

Y Y Y Y Y′∪ ′⋅ − ,  
( ) ( )1 1 1

\ \  
2 2 1

Y Y Y Y Y′ ′∪ ′⋅ − , 
( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 \ \ \

5 5 4
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′∪ ∪ ∪ ∪⋅ − , 1\  

5
X Y ′′

.  

ამრგადრეგულარული ელემენტების რაოდენობა  შეიძლება გამოვთავლოთ 

შემდეგნაირად.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
\ \  \ \ \\ \  \  

2 2 1 2 2 1 5 5 4 5
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YY Y Y Y X Y′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪′ ′ ′′⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ . 

შევნიშნოთ, რომ ასახვათა რაოდენობა არ არის დამოკიდებული , , ,Z Z T T D′ ′ ∈

ელემენტების შერჩევაზე, სადაც ,  Z Z Z T′ ′⊂ ⊂ , \Z T′ ′ ≠ ∅ , \T Z′ ′ ≠ ∅და Z T T′ ′∪ ⊂ . D

ნახევარმესერის ყველა ასეთ განსხვავებულ ქვენახევარმესერთა რიცხვი ტოლია  6-

ის,ე.ი. რეგულარული ელემენეტების რაოდენობა გამოითვლება შემდეგი 

ფორმლულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
\ \  \ \ \\ \  \  

6  2 2 1 2 2 1 5 5 4 5
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YY Y Y Y X Y

R D R D
′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪′ ′ ′′′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

ბოლო ტოლობიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 16 1 6 3 3 4 5 6

1 13 4 5 6 6 1 6 3

1 16 3 3 1 3 44 1

\ \ \\ \ \ \

1 3

\ \ \\ \ \ \

2 4

\ \ \\ \ \\

3 5

4

6 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

6 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

6 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )1 13 1 3 4 6 34 1
\ \ \\ \ \\

6 6 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.26.ვთქვათ და .თუ X  სასრული 

სიმრავლეა და ( )10R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის ყველა 

რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 7.1-ის 

10) პირობას, მაშინ 

 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅



151 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

4 45 6 6 5

1 16 3 3 6

1 13 4 4 3

6 1 6 3 3 4 5

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \

12 2 1 2 1 5 4 5

             +12 2 1 2 1 5 4 5

             +12 2 1 2 1 5 4 5

            6 2 2 1 2 2

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1 16

1 13 4 5 6 6 1 6 3

1 16 3 3 1 3 44 1

3 1 3 4 64 1

\ \ \

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \\

\ \ \\

1 5 4 5

            6 2 2 1 2 2 1 5 4 5

            6 2 2 1 2 2 1 5 4 5

            6 2 2 1 2 2

D Z D Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z ZZ Z

− ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )2 23
\ \ \

1 5 4 5 .
D Z D Z X DZ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.ლემა 7.24-ის ძალით გვექნება 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

14

10 1 3 2 4 3 5

1

4 6               

i

i

R Q R D R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ − ∩ −

′ ′− ∩

∑  

აქედან ლემა  7.26-ის და ლემა 7.1-ის გათვალისწინებით მივიღებთ მოცემული ლემის 

სამართლიანობას . 

ლემა დამტკიცებულია. 

)′k ვთქვათ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 11) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }7 6 5 4, , , , ,Z Z Z Z T D
⌣

,  სადაც { }2 1,T Z Z∈ . D

ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვექნება, რომ

{ } { }{ }11 8 7 6 4 1 8 7 6 4 2, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣

.ადვილი დასანახია,რომ ( )11 11, 2Q QΦ = და

( )11 2QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { }
{ } { }

1 7 6 5 4 2 2 7 5 6 4 2

3 7 6 5 4 1 4 7 5 6 4 1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,  , , , , , .

D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

′ ′= =

′ ′= =

⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 2 3 4 .R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪              …(1) 

(იხ. განსაზღვრება 1.9). 

განსაზღვრება  7.27.  ვთქვათ და .თუ X  

სასრული სიმრავლეა და ( )11R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 11) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 25 6 6 5 2 4 2 4

1 15 6 6 5 1 4 1 4

11 1 2 3 4

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

              +4 2 1 2 1 5 4 6 5 6

             +4 2 1 2 1 5 4 6 5 6 .

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= + + + =

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.ვთქვათ ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α

ბინარულიმიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 0T T T
Y Z Y T Y T Y Z Y T Y Dα α α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
, 

სადაც { }2 1,T Z Z′′∈ { }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

 

 

აქედან მივიღებთ, რომ 7 6 5 4TY Y Z Z Zα α∪ ⊇ ∪ = და ( )7 4 6T T T TY Y Y Z Y Z Yα α α α α
′ ′ ′∪ ∩ ⊇ ∩ ⊇ ∩ ≠∅. 

მაგრამ ბოლო ტოლობა ( )7 T T
Y Y Yα α α

′∪ ∩ ≠∅ეწინააღმდეგება α  ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას, ამიტომაც ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ = ∅ . ანალოგიურად 

დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 4,  .R D R D R D R D′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅           …(2) 

ახლა ვთქვათ ( ) ( )1 4R D R Dα ′ ′∈ ∩ . აშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის α  ბინარული 

მიმართების კვაზინომალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 7 4 4 0T T TY Z Y T Y T Y Z Y T Y Dα α α α α αα ′ ′′′ ′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, 

სადაც { }2 1,T Z Z′′∈ , { }7 0, , , ,T T TY Y Y Y Yα α α α α
′ ′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

7 6 7 5 7 4 2

7 6 5 2 0

7 6 7 5 7 4 1

7 6 5 1 0

,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ,  ;

T T T T T

T T

T T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α α α α

α α α α

α α α α α α α α α

α α α α

′ ′ ′′

′ ′′

′ ′ ′′

′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣
 

აქედან მივიღებთ, რომ ( )7 4 1 2T T TY Y Y Y Y Z Z Dα α α α α
′ ′′∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ =

⌣
∪ და

( )7 4 0 0T T TY Y Y Y Y Y D Yα α α α α α α
′ ′′∪ ∪ ∪ ∪ ∩ ⊇ ∩ ≠ ∅

⌣
. მაგრამ ბოლო ტოლობა 

7 6 7 5 7 4 2

7 6 5 2 0

7 5 7 6 7 4 2

7 5 6 2 0

,  ,  ,

,  ,  ,  ;

,  ,  ,

,  ,  ,  ;

T T T T T

T T

T T T T T

T T

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Y Y Z

Y Z Y Z Y Z Y D

α α α α α α α α α

α α α α

α α α α α α α α α

α α α α

′ ′ ′′

′ ′′

′ ′ ′′

′ ′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

⌣

⌣
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ეწინააღმდეგებ α ბინარული მიმართების  კვაზინორმალურ წარმოდგენას.ე.ი. 

( ) ( )1 4R D R D′ ′∩ = ∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება შემდეგი ტოლობების 

სამართლიანობა  ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 4,  .R D R D R D R D′ ′ ′ ′∩ =∅ ∩ =∅ ზემოთ დამტკიცებული 

ტოლობებიდან გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 2 3 4
R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= + + + . 

ბოლო ტოლობიდან და ლემა 7,1-ის )k პირობიდან მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 25 6 6 5 2 4 2 4

1 15 6 6 5 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

11

\ \ \\ \ \ \

4 2 1 2 1 5 4 6 5 6

                +4 2 1 2 1 5 4 6 5 6 .

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣  

ლემა დამტკიცებულია. 

)′l ვთქვათ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა  

7.1 -ის 12) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }12 , , , , ,Q T T T T T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= ∪ ∪ ∪ , 

სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠∅ , ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ . D

ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად  

{ } { } { }{ { }}12 7 6 5 4 3 1 7 6 3 2 1 7 4 3 2 1 5 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣ ⌣ ⌣

 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ ( )12 12, 1Q QΦ = და ( )12 4QΩ = . შემოვიღოთ 

აღნიშვნები: 

{ } { } { }
{ }

1 7 6 5 4 3 1 2 7 6 3 2 1 3 7 4 3 2 1

4 5 4 3 2 1

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , ,

D Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Z D D Z Z Z Z Z D

D Z Z Z Z Z D

′ ′ ′= = =

′ =

⌣ ⌣

⌣  

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3 4R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ …(1) 

(იხ.განსაზღვრება 1.9). 

ლემა  7.28. ვთქვათ და .თუ X  

სასრული სიმრავლეადა ( )11R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

7.1-ის 12) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3 2 3R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + − ∩  

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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დამტკიცება. ვთქვათ ( )4R Dα ′∈ . მაშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული 

მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T T T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪ , 

სადაც T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠∅ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ , 

{ }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

3 4 2

3 4 2

,  ,  ,
,  ,  .

T T T T T T T

T T T

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α

α α α
′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

აქედან მივიღებთ, რომ ( ) ( )4 3 ,  R D R D′ ′⊆ ბოლო ტოლობიდან და ( )1 ტოლობიდან 

გამომდინარეობს, რომ  

( ) ( ) ( ) ( )7 1 2 3 .R Q R D R D R D∗ ′ ′ ′= ∪ ∪ …(2) 

ახლა დავუშვათ, რომ ( ) ( )1 2R D R Dα ′ ′∈ ∩ .მაშინ α ბინარული მიმართებისათვის 

სამართლიანი იქნება შემდეგი პირობები: 

6 5 3

6 5 3

3 6 2

3 6 2

,  ,  ,
,  ,  .
,  ,  ,

,  ,  .

T T T T T T T

T T T

T T T T T T T

T T T

Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z
Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α

α α α

α α α α α α α

α α α

′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠∅

 

ბოლო პირობებიდან მივიღებთ, რომ 6 3 1,T TY Y Z Z Z
α α

′∪ ⊇ ∪ = ე.ი. 

( ) 1 6T T T T TY Y Y Z Y Z Yα α α α α
′ ′′ ′′ ′′∪ ∩ ⊇ ∩ ⊇ ∩ ≠ ∅ . ბოლო ტოლობა კი ეწინააღმდეგება α

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას,ე.ი. სამართლიანია შემდეგი 

ტოლობა ( ) ( )1 2R D R D′ ′∩ = ∅ . ანალოგიურად დამტკიცდება, რომ ( ) ( )1 3R D R D′ ′∩ = ∅ . 

დამტკიცებული ტოლობებიდან მივიღებთ, რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3 2 3R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + − ∩  

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 7.29: ვთქვათ { }2 7 6 3 2 1 , , , , ,D Z Z Z Z Z D=
⌣

, { }3 7 4 3 2 1, , , , , .D Z Z Z Z Z D=
⌣

და ( )XB D

ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T T T T T T T TY T Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪ , 
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T T ′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠∅ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ , 

{ }, , ,T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′∉∅ . მაშინ ( ) ( )2 3R D R Dα ′ ′∈ ∩  მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა

7 3 4 2

3 4 2

, ,  ,  ,
,  ,  .

T T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α α

α α α
′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

დამტკიცება: ვთქვათ ( ) ( )2 3R D R Dα ′ ′∈ ∩ . მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი 

პირობები: 

 

 

ბოლო ტოლობეიდნ და 4 6Z Z⊇  ჩართვიდან მივიღებთ 

7 3 4 2

3 4 2

, ,  ,  ,
,  ,  .

T T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α α

α α α
′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

 

ლემა დატკიცებულია. 

ლემა 7.30.ვთქვათ { }2 7 6 3 2 1 , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ =
⌣

 და { }3 7 4 3 2 1, , , , , .D Z Z Z Z Z D′ =
⌣

მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )4 6 3 6 3 3 2 2 1 2 1
\ \\ \ \ \

2 3 4 2 2 1 2 1 3 2 6
Z Z Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R D R D
∪′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: ვთქვათ { }2 7 6 3 2 1, , , , ,D Z Z Z Z Z D′ =
⌣

 და { }3 7 4 3 2 1, , , , , .D Z Z Z Z Z D′ =
⌣

თუ 

( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ , მაშინ ( )XB D ნახევარჯგუფის α ბინარული მიმართების 

კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0Y T Y T Y T Y T Y T Y Tα α α α α αα= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × , 

სადაც 5 4T T⊂ , 5 3T T⊂ , 4 3\T T ≠ ∅ , 3 4\T T ≠∅ ,  1 2\T T ≠∅ , 2 1\T T ≠ ∅ და აკმაყოფილებს 

შემდეგ პირობებს: 

5 7 5 4 4 5 3 3 5 4 2 2

4 6 3 3 2 2

, ,  ,  ,
,  ,  .

Y Z Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α α

α α α
⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅

…(1) 

ახლაგანვმარტოთ fα ასახვა X სიმრავლისა D სიმრავლეში შემდეგნაირად: ( )f t tα α=

ნებისმიერი t X∈ , ხოლო 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α ასახვები არიან fα ასახვის  შეზღუდვები 

შესაბამისად 3 2Z Z∩ , 4 3\Z Z , 3 2\Z Z , 2 1\Z Z , \X D
⌣

სიმრავლებზე. დაშვების თანახმად 

7 3 6 2

3 6 2

7 3 4 2

3 4 2

, ,  ,  ,
,  ,  .

, ,  ,  ,
,  ,  .

T T T T T T T T

T T T

T T T T T T T T

T T T

Y Z Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z
Y Z Y Y Z Y Y Z Y Y Y Z
Y Z Y Z Y Z

α α α α α α α α

α α α

α α α α α α α α

α α α

′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ∪ ⊇
∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅
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მოცემული სიმრავლეები წყვილ-წყვილად თანაუკვეთია და მათი გაერთიანება 

გვაძლევს X . 

ახლა შევისწავლოთ 0f α , 1f α , 2f α , 3f α , 4f α ასახვები: 

)1 ვთქვათ 3 2t Z Z∈ ∩ .მაშინ (1) პირობების ძალით გვექნება 

( ) ( )3 2 5 3 5 4 2 5Z Z Y Y Y Y Y Yα α α α α α∩ ⊆ ∪ ∩ ∪ ∪ = . აქედან და 
5Y α სიმრავლის განსზღვრებიდან 

მივიღებთ, რომ 5t Zα = . ამრიგად ( )0 5f t Zα = ნებისმიერი 3 2t Z Z∈ ∩ . 

)2 ვთქვათ 4 3\t Z Z∈ . მაშინ ( )1 პირობების ძალით გვექნება 
4 3 4 5 4\Z Z Z Y Yα α⊆ ⊆ ∪ . აქედან და 

5Y α , 
4Y α სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ { }5 4,t Z Zα∈ . ამრიგად 

( ) { }1 5 4,f t Z Zα ∈ ნებისმიერი 4 3\t Z Z∈ . 

მეორეს მხრივ 4 6Y Zα ∩ ≠ ∅ , ე.ი. 1 6t Zα = რომელიღაც 1 6t Z∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, 

რომ 1 3t Z∈ , მივიღებთ { }1 5 3t Z Zα ∈ . ბოლო პირობა კი ეწინააღმდეგება,  ტოლობას 

რადგანაც { }6 5 3,Z Z Z∉ . ამრიგად ( )1 1 6f t Zα = რომელიღაც 1 6 3\t Z Z∈ . 

)3 ვთქვათ 3 2\t Z Z∈ . მაშინ ( )1 პირობების ძალით გვექნება 3 2 3 5 3\Z Z Z Y Yα α⊆ ⊆ ∪ . აქედან 

და 5Y α  , 3Y α  სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }5 3,t Z Zα∈ . ამრიგად 

( ) { }2 5 3,f t Z Zα ∈  ნებისმიერი 3 2\t Z Z∈ . 

მეორეს მხრივ 3TY Zα
′ ∩ ≠ ∅ , ე.ი. 1t Tα′ ′= რომელიღაც 1 3t Z′∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, რომ 

1 2t Z′∈ , მივიღებთ 1 2  T Z Zt Z Y Y Yα α α
′′∈ ⊆ ∪ ∪ .ე.ი. { }1 , ,t T Z Zα′ ′∈ . ბოლო პირობა კი 

ეწინააღმდეგება 1t Tα′ ′= ტოლობას, რადგანაც { }, ,T T Z Z′ ′∉ . ამრიგად ( )2 1f t Tα ′ ′=

რომელიღაც 1 3 2\t Z Z′∈ . 

)4 ვთქვათ ( )2 3 1\t Z Z Y ′∈ ∪ .მაშინ ( )1  პირობების ძალით გვექნება 

( )2 3 1 2\ T Z Zt Z Z Y Z Y Y Yα α α
′′∈ ∪ ⊆ ⊆ ∪ ∪ . აქედან და

TY α ,
ZY α ,

ZY α
′ სიმრავლეების განსაზღვრებიდან  

მივიღებთ { }, ,t T Z Zα ′∈ . ამრიგად ( ) { }3 , ,f t T Z Zα ′∈ ნებისმიერი ( )2 3 1\t Z Z Y ′∈ ∪ . 

მეორეს მხრივ 2ZY Zα
′ ∩ ≠ ∅ , ე.ი. 2t Zα′ ′= რომელიღაც 2 2t Z′ ∈ . ახლა თუ დავუშვებთ, 

რომ 2 3 1t Z Y′ ′∈ ∪ , მივიღებთ ( ) ( )2 3 1 T T T Z T T Zt Z Y Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α
′ ′′ ′∈ ∪ ⊆ ∪ ∪ ∪ = ∪ ∪ . ე.ი

{ }2 , ,t T T Zα′ ′∈ , რაც ეწინააღმდეგება 2t Zα′ ′= ტოლობას, რადგანაც { }, ,Z T T Z′ ′∉ . 
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ამრიგად ( )3 2f t Zα ′ ′= რომელიღაც ( )2 2 3 1\t Z Z Y′ ′∈ ∪ . 

)5 ვთქვათ \t X D∈
⌣

. მაშინ (1) პირობების ძალით მივიღებთ

\ T T Z T Z Z T Z Zt X D X Y Y Y Y Y Yα α α α α α
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪∈ ⊆ = ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

⌣
. აქედან და , , , ,T T Z T Z ZY Y Y Y Yα α α α α

′ ′ ′∪ ,
T Z ZY α
′ ′∪ ∪  

სიმრავლეების განსაზღვრებიდან მივიღებთ, რომ { }, , ,  ,  ,  t T T Z T Z Z T Z Zα ′ ′ ′ ′ ′∈ ∪ ∪ ∪ . 

ამრიგად ( ) { }4 , , ,  ,  ,  f t T T Z T Z Z T Z Zα ′ ′ ′ ′ ′∈ ∪ ∪ ∪  ნებისმიერი \t X D∈
⌣

. 

მივიღეთ, რომ ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარული მიმართებისათვის არსებობს ცალსახად 

განსაზღვრული დალაგებული ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α  ასახვათა სისტემა. 

ახლა ვთქვათ 

{ }0 3 2:f Z Z T∩ → , { }1 1 3: \ ,f Y Z T Z′ → , { }2 3 2: \ ,f Z Z T T ′→ ,  

( ) { }3 2 3 1: \ , ,f Z Z Y T Z Z′ ′∪ → , { }4 : \ , , ,  ,  ,  f X D T T Z T Z Z T Z Z′ ′ ′ ′ ′→ ∪ ∪ ∪
⌣

 

არიან ისეთი ასახვები, რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: 

)5 ( )0f t T= ნებისმიერი 3 2t Z Z∈ ∩ ; 

)6 ( ) { }1 ,f t T Z∈ ნებისმიერი 1 3\t Y Z′∈ და ( )1f t Zα ′ = რომელიღაც 3\t Y Z′ ′∈ ; 

)7 ( ) { }2 ,f t T T ′∈ ნებისმიერი 3 2\t Z Z∈ და ( )2 1f t Tα ′ ′= რომელიღაც 1 3 2\t Z Z′∈ ; 

)8 ( ) { }3 , ,f t T Z Z′∈ ნებისმიერი ( )2 3 1\t Z Z Y ′∈ ∪ და ( )3 2f t Zα ′ ′= რომელიღაც

( )2 2 3 1\t Z Z Y′ ′∈ ∪ ; 

)9 ( ) { }4 , , ,  ,  ,  f t T T Z T Z Z T Z Z′ ′ ′ ′ ′∈ ∪ ∪ ∪ ნებისმიერი \t X D∈
⌣

; 

 

ახლა განვსაზღვროთ f ასახვა X სიმრავლიდან D სიმრავლეშიშემდეგნაირად: 

( )

( )
( )
( )
( ) ( )
( )

0 3 2

1 1 3

2 3 2

3 2 3 1

4

,   ,

,   \ ,

,   \ ,

,   \ ,

,   \ .

f t t Z Z

f t t Y Z

f t f t t Z Z

f t t Z Z Y

f t t X D

 ∈ ∩
 ′∈


= ∈
 ′∈ ∪
 ∈

⌣

 

ვთქვათ { } ( )( )
x X

x f xβ
∈

= ×∪ , { }|TY t t Tβ β= = ,  { }|TY t t Tβ β′ ′= = , { }|ZY t t Zβ β= = , 

{ }|T ZY t t T Zβ β′∪ ′= = ∪ , { }|ZY t t Zβ β′ ′= = და { }|T Z ZY t t T Z Zβ β′ ′∪ ∪ ′ ′= = ∪ ∪ . მაშინ β

ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას აქვს სახე  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T Z T Z Z T Z ZY T Y T Y Z Y T Z Y Z Y T Z Zβ β β β β ββ ′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪′ ′ ′ ′ ′= × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪  

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

1 3 1 2

3 2

,  ,  ,  ,

,  ,  .
T T T T Z T Z Z

T Z Z

Y Y Y Y Z Y Y Y Y Y Y Z

Y Z Y Y Y Z

β β β β β β β β

β β β
′ ′

′ ′

′⊇ ∪ ⊇ ∪ ⊇ ∪ ∪ ⊇
′∩ ≠∅ ∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

მივიღეთ, რომ არსებობს ურთიერთცალსახა თანადობა ( ) ( )R D R Dα ′ ′′∈ ∩ ბინარულ 

მიმართებასა და ( )0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α დალაგებულ სისტემას შორის. 

ლემა  1.3-ის ძალით 0 1 2 3 4, , , ,f f f f fα α α α α ასახვათა რაოდენობა შესაბამისად ტოლია  

1, 
( ) ( ) ( )( )1 3 3 3\ \ \ \

2 2 1
Y Z Y Z Y Z′ ′ ′

⋅ − , 3 2\
2 1

Z Z − , 
( ) ( )2 3 1 2 3 1\ \

3 2
Z Z Y Z Z Y′ ′∪ ∪− , 

\
6

X D
⌣

. 

შევნიშნოთ, რომ
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 3 3 2 3 1 2 3 13 2

\ \\ \ \\
2 2 1 2 1 3 2 6

Y Y Z X DY Z Z Z Y Z Z YZ Z′ ′∪ ′ ′ ′∪ ∪⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣

რიცხვი  არ 

არის დამოკიდებული D ნახევარმესერის { }, , ,  ,  ,  T T Z T Z Z T Z Z′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ სახის 

ქვენახევარმესერის შერჩევაზე. რადგანაც ასეთ განსხვავებულქვენახევარმესერთა 

რაოდენობა ტოლია 6-ის,ამიტომ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 3 3 2 3 1 2 3 13 2
\ \\ \ \\

0 2 2 1 2 1 3 2 6 .
Y Y Z X DY Z Z Z Y Z Z YZ Z

R D R D m
′ ′∪ ′ ′ ′∪ ∪′ ′′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

აქედან მივიღებთ:
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )6 3 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \

2 3 4 2 1 2 1 3 2 6 .
X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R D R D′ ′∩ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣

 

ლემა 7.30.ვთქვათ და .თუ X  სასრული 

სიმრავლეა და ( )12R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D ნახევარჯგუფის ყველა 

რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 7.1-ის 

12) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

4 6 3 6 3 3 2 2

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

\ \ \

4 2 1 2 1 3 2 6

             4 2 1 2 1 3 2 6

             4 2 1 2 1 3 2 6

             4 2 2 1 2 1 3

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗

∪

= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

( )1 2 1
\\ \

2 6       
X DZ Z Z− ⋅
⌣

 

{ } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

7Z ≠ ∅
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დამტკიცება: ლემა 7.28-ის, ლემა 7.29-ის და ლემა 7.1 m) პირობის ძალით 

გამომდინარეობს მოცემული ლემის სამართლიანობა.

 

)′m ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 13) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }13 7 5 4 3 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. ადვილი 

დასანახია,რომ ( )13 13, 1Q QΦ = და ( )13 1QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნა 

{ }1 7 5 4 3 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

 მივიღებთ ( ) ( )13 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )13 1R Q R D∗ ′= და 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 7 4 3 4 3 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \ \

13 2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

)n′ ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 14) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }14 7 6 5 4 3 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. ადვილი 

დასანახია, რომ ( )14 14, 4Q QΦ = და ( )14 1QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნა

{ }1 7 6 5 4 3 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

, მივიღებთ ( ) ( )14 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )14 1R Q R D∗ ′= და

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 16 3 5 6 3 4 3 4
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

 

)′o ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 15) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }15 7 6 5 4 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. ადვილი 

დასანახია, რომ ( )15 15, 4Q QΦ = და ( )15 1QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნა { }1 7 6 5 4 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

, მივიღებთ ( ) ( )15 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )15 1R Q R D
∗ ′= და  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

 

)′p ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს თეორემა 

7.1-ის 16) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }16 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Dϑ =
⌣

. ადვილი 

დასანახია, რომ ( )16 16, 1Q QΦ = და ( )16 1QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნა 
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{ }1 7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z Z D′ =
⌣

, მივიღებთ  ( ) ( )16 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )16 1R Q R D∗ ′= და 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

.  

ახლა ვთქვათ ( )
16

1

i

i

r R Q
∗

=

=∑ .  

თეორემა 7.2. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z ≠ ∅ .თუ X სასრულო სიმრავლეა და DR

სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ( )XB D  ნახევარჯგუფის ყველა რეგულარულ ელემეტთა 

სიმრავლეს, მაშინ DR r= . 

დამტკიცება. მოცემული თეორემის დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა  7.1.-დან. 

მაგალითი  7.1.ვთქვათ { }1,2,3,4,5X = და 

{ } { } { } { } { }0 1 2 3 6 4 5 71 ,  2 ,  3 , 4 ,  5 ,  P P P P P P P P= = = = = = = =∅ . 

მაშინ { }1, 2,3, 4,5D =
⌣

, { }1 1,3,4,5Z = , { }2 1,2,4,5Z = , { }3 1,3,5Z = , { }4 1,4,5Z = , { }5 1,5Z = , 

{ }6 1,4Z = ,  { }7 1Z = და { } { } { } { } { } { } { }{ { }}1 , 1,4 , 1,5 , 1,4,5 , 1,3,5 , 1,2,4,5 , 1,3,4,5 , 1,2,3, 4,5 .D =  

როცა 7Z ≠ ∅  გვექნება ( )1 8,R Q∗ = ( )2 345R Q∗ = , ( )3 1178R Q∗ = , ( )4 500R Q∗ = ,  

( )5 25R Q∗ = ,  ( )6 420R Q∗ = , ( )7 112R Q∗ = , ( )8 8R Q∗ = , ( )9 2R Q∗ = , ( )10 120R Q∗ = , ( )11 8R Q∗ =

, ( )12 28R Q∗ = , ( )13 1R Q∗ = , ( )14 1R Q∗ = , ( )15 4R Q = , ( )16 1R Q∗ = , 2761DR = .  
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8.  კლასის ნახევარმესერებით განსაზღვრული ბინარულ 

მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფების რეგულარული ელემენტები როცა 

7Z =∅  

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია ( )3 ,8XΣ კლასის ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ბინარულ მიმართებათა სრული ნახევარჯგუფები და 

აღწერილია მათი რეგულარული ელემენტები. განხილულია ის შემთხვევა, 

როცა X სასრულო სიმრავლეა და 7Z = ∅ . გამოყვანილია ფორმულები, 

რომელთა საშუალებითაც დათვლილია მოცემული ნახევარჯგუფის 

რეგულარული  ელემენტების რაოდენობა. 

თეორემა 8.1.ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z =∅ . მაშინ ( )XB D  

ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართების კვაზინორმალურ წარმოდგენას ექნება 

ქვემოთ მოცემული სახეებიდან ერთ-ერთი, თუ არსებობს ისეთი ϕ  სრული α −

იზომორფიზმი ( ),V D α ნახევარმესერიდან D′ ნახევარმესერში, რომ სრულდება 

შემდეგი პირობები: 

)1 α =∅ ; 

)2 ( ) ( )7 TY Y Tα αα ′ ′= ×∅ ∪ × , სადაც T D′∅≠ ∈ ,  { }TYα
′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს:  7Y
α ⊇∅ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅ ; 

)3 ( ) ( ) ( )7 T TY Y T Y Tα α αα ′ ′′′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × , სადაც T T D′ ′′∅ ≠ ⊂ ∈
⌣

, { },T TY Yα α
′ ′′ ∉ ∅ და 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ , ( )7 TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅ , 

( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ; 

)4 ( ) ( ) ( ) ( )7 T T TY Y T Y T Y Tα α α αα ′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × , სადაც T T T D′ ′′ ′′′∅ ≠ ⊂ ⊂ ∈ ,  

{ }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉ ∅  და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y

α ⊇∅ , ( )7 TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ , 

( )7 T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅ , ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ , ( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅ ; 

)5 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 0T T TY Y T Y T Y T Y Dα α α α αα ′ ′′′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 7Z T T T D′ ′′≠ ⊂ ⊂ ⊂
⌣

,  

( )3 ,8XΣ ( )XB D
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{ }0, , ,T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y

α ⊇∅ , ( )7 TY Y Tα α ϕ∪ ⊇ , 

( )7 T TY Y Y Tα α α ϕ′ ′∪ ∪ ⊇ , ( )7 T T TY Y Y Y Tα α α α ϕ′ ′′ ′′∪ ∪ ∪ ⊇ , ( )TY Tα ϕ∩ ≠∅ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠ ∅ , 

( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ , 0Y D
α ∩ ≠∅
⌣

; 

)6 ( ) ( ) ( ) ( )( )7 T T T TY Y T Y T Y T Tα α α αα ′ ′′ ′ ′′∪′ ′′ ′ ′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც \T T′ ′′ ≠∅ , \T T′′ ′ ≠∅ , 

{ },T TY Yα α
′ ′′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: ( )7 TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ , ( )7 TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇ , 

( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅, ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ; 

)7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )7 T T T T TY Y T Y T Y T Y T Tα α α α αα ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′= ×∅∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ , სადაც T T′ ′′∅ ≠ ⊂ , T T′ ′′′∅ ≠ ⊂ , 

\T T′′ ′′′ ≠ ∅ , \T T′′′ ′′ ≠ ∅ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y

α ⊇∅

T TY Y T
α α

′ ′∪ ⊇ , T T TY Y Y T
α α α

′ ′′ ′′∪ ∪ ⊇ , T T TY Y Y T
α α α

′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ TY T
α
′ ′∩ ≠∅ , TY T

α
′′ ′′∩ ≠∅ , 

TY T
α
′′′ ′′′∩ ≠∅ ; 

)8 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 4 4 2 2 1 1 0TY Y T Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც { }6 5,T Z Z∈ , 

{ }4 2 1, , ,TY Y Y Yα α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Yα ⊇∅ , ( )7 TY Y Tα α ϕ∪ ⊇ , 

( )7 4 4TY Y Y Zα α α ϕ∪ ∪ ⊇ , ( )7 4 2 2TY Y Y Y Zα α α α ϕ∪ ∪ ∪ ⊇ , ( )7 4 1 1TY Y Y Y Zα α α α ϕ∪ ∪ ∪ ⊇ , 

( )TY Tα ϕ∩ ≠∅ , 4 4Y Z
α∩ ≠∅ 2 2Y Z

α ∩ ≠∅, 1 1Y Z
α ∩ ≠∅; 

)9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 5 3Z Z⊂ , 

5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ { }5 4 3 1 0, , , ,Y Y Y Y Yα α α α α ∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: 7Y
α ⊇∅ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ 7 5 4 4Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z
α∩ ≠∅ , 

3 3Y Zα ∩ ≠∅ ,  4 4Y Zα ∩ ≠∅ , 0Y Dα ∩ ≠∅
⌣

; 

)10 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )7 T T T T TY Y T Y T Y T T Y Tα α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪′ ′′ ′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × , სადაც \T T′ ′′ ≠ ∅ ,

\T T′′ ′ ≠∅ , T T T′ ′′ ′′′∪ ⊂ { }, ,T T TY Y Yα α α
′ ′′ ′′′∉ ∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

( )7 TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ , ( )7 TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅, ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ,  ( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅ ; 
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)11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 0TY Y Z Y Z Y Z Y T Y Dα α α α α αα = ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც { }2 1,T Z Z∈ , 

{ }6 5 0, , ,TY Y Y Yα α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇

( )7 6 5 4 TY Y Y Y Y Tα α α α α ϕ∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 5 5Y Z

α∩ ≠∅ TY T
α∩ ≠∅, 0Y D

α ∩ ≠∅
⌣

; 

)12 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )7 T T T T T T T TY Y T Y T Y T T Y T Y T T Tα α α α α αα ′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ∪ × ∪ × ∪ ∪ , სადაც 

\T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ , T T′′ ′′′⊂ ,  ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠∅, ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠∅, { }, , ,T T T T T TY Y Y Yα α α α
′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∉∅

და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: ( )7 TY Y Tα α ϕ′ ′∪ ⊇ , ( )7 TY Y Tα α ϕ′′ ′′∪ ⊇

( )7 T TY Y Y Tα α α ϕ′′ ′′′ ′′′∪ ∪ ⊇ , ( )TY Tα ϕ′ ′∩ ≠∅ , ( )TY Tα ϕ′′ ′′∩ ≠∅ ( )TY Tα ϕ′′′ ′′′∩ ≠∅; 

)13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0
Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×

⌣
, სადაც 5 3Z Z⊂ , 

5 4Z Z⊂ , 3 4\Z Z ≠ ∅ , 4 3\Z Z ≠ ∅ , 4 2Z Z⊂ ,  1 2\Z Z ≠∅ , 2 1\Z Z ≠∅ , , 

{ }5 4 3 2 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 7Y Zα ⊇ , 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇

7 5 3 3Y Y Y Z
α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 4Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 4 1 1Y Y Y Y Z
α α α α∪ ∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z

α∩ ≠∅, 3 3Y Z
α ∩ ≠∅ , 

4 4Y Z
α∩ ≠∅ 1 1Y Z

α ∩ ≠∅; 

)14 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 3 3 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

,სადაც 6 4Z Z⊂ , 

{ }6 5 4 3 1 0, , , , ,Y Y Y Y Y Yα α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 5 5Y Y Zα α∪ ⊇ , 

7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z
α ∩ ≠∅ , 6 6Y Z

α ∩ ≠∅ , 3 3Y Z
α ∩ ≠∅ 0Y D

α ∩ ≠∅
⌣

; 

)15 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 5 4 4 2 2 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α αα= ×∅ ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 

{ }6 5 4 2 1, , , ,Y Y Y Y Yα α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ , 

7 6 5 4 2 2Y Y Y Y Y Z
α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 7 6 5 4 1 1Y Y Y Y Y Z

α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ 6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 5 5Y Z

α ∩ ≠∅ , 

2 2Y Z
α ∩ ≠∅ 1 1Y Z

α ∩ ≠∅; 

)16 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 6 6 5 4 4 3 3 2 2 1 1 0Y Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Z Y Dα α α α α α α αα= ×∅∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ × ∪ ×
⌣

, სადაც 

{ }6 5 4 3 2 1 0, , , , , ,Y Y Y Y Y Y Yα α α α α α α∉∅ და აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 7Y
α ⊇∅ 7 5 5Y Y Z

α α∪ ⊇ , 
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7 6 6Y Y Z
α α∪ ⊇ , 7 5 3 3Y Y Y Z

α α α∪ ∪ ⊇ , 7 5 6 4 2 2Y Y Y Y Y Z
α α α α α∪ ∪ ∪ ∪ ⊇ , 5 5Y Z

α ∩ ≠∅ ,  6 6Y Z
α ∩ ≠∅ , 

3 3Y Z
α ∩ ≠∅ , 2 2Y Z

α ∩ ≠∅ ; 

დამტკიცება. მოცემული თეორემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა 7.1-დან. 

ლემა 8.1სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

)a ( )1 1R Q∗ = ; 

)b ( ) ( ) \

2 0 2 1 2
T X T

R Q m
′ ′∗ = ⋅ − ⋅ ; 

)c ( ) ( ) ( )\ \ \

3 0 2 1 3 2 3
T T T T T X T

R Q m
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ; 

)d ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \ \ \

4 0 2 1 3 2 4 3 4
T T T T T T T T T X T

R Q m
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ; 

)e ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \ \\ \ \ \

5 0 2 1 3 2 4 3 5 4 5
D T D T X DT T T T T T T T T

R Q m
′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

; 

) ( ) ( ) ( ) ( )\\ \

6 0 2 2 1 2 1 4
X T TT T T T

R Q m
′ ′′∪′ ′′ ′′ ′∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅f ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\ \\ \ \ \

7 0 2 2 1 2 3 2 3 2 5
T T T X T TT T T T T T T T T

R Q m
′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∩ ∪′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅g  ; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 44 4 1 2 1 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

8 0  2 2 1 3 2 3 4 3 4 3 6 ;
X DZ Z ZT Z T Z T Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q m
∩∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅h

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 3 43 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \ \

9 0
 2 2 1 2 3 2 3 2 6 5 6 ;

D Z Z D Z Z X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z
R Q m

∪ ∪∩∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅i  
⌣ ⌣ ⌣

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )\ \\ \ \

10 02 2 1 2 1 5 4 5
T T T T T TT T T T X T

R Q m
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′∪ ∪′ ′′ ′′ ′ ′′′∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅j ; 

) ( ) ( ) ( ) ( )4 4
\ \ \\ \ \ \

11 0  2 2 1 2 1 5 4 6 5 6
D T D T X DT T T T T Z T Z

R Q m
′′′′′ ′ ′′ ′′∗  = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 

 
k

⌣ ⌣ ⌣

; 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )\ \ \\ \

12 0  2 1 2 1 3 2 6
T T T T T T X T T TT T T T

R Q m
′′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪ ∪′ ′′′ ′′∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅l ; 
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) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 3 4 3 4 4 2 4 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

13 0  2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q m
∩∗ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅m

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 15 4 6 5 4 3 4 3
\ \ \\ \ \ \

14 0  2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q m
∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅n

⌣ ⌣ ⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 0 4 2 1 2 1 4  5 4 5 4 7
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q m
∩∗ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅o

⌣

 

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 3 5 4 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

16 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅p
⌣

 

დამტკიცება:მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  7.1-დან. 

)1  ლემა  8.2.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3
, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ

⌣
და 7Z =∅ . მაშინ ( )1

1R Q∗ = . 

)2 ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა  8.1-ის 2) პირობას.მოცემულ შემთხვევაში { }2 ,Q T ′= ∅ , D ნახევარმესერის 

განმარტების თანახმად გვექნება  

{ }{ { } { } { } { } { } { }}2 6 5 4 3 2 1, , , , ,  , , , , , , ,

            
XIQ D Z Z Z Z Z Zϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

⌣

 

ცხადია, რომ  ( )2 2, 1Q QΦ = და ( )2 7QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { }

1 2 6 3 5 4 4

5 3 6 2 7 1

, ,   , ,   , ,   , ,   

, ,   , , ,

D D D Z D Z D Z

D Z D Z D Z

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅

⌣

 

მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 5 6 7

           
R Q R D R D R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ …(1) 

(იხ.განმარტება 1.9). 

ლემა 8.3.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

. მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: ( ) ( ) \

2 7 2 1 2
D X D

R Q
∗ = ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

. 



166 

 

დამტკიცება:მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.3-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z =∅  და განვიხილავთ მხოლოდ იმ ქვენახევრმესერებს, 

რომლებიც შეიცავენ ცარიელს. 

)c ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა  8.1-ის 3) პირობას.მოცემულ შემთხვევაში { }2 , ,Q T T′ ′′= ∅ , სადაც ,T T D′ ′′∈ და 

T T′ ′′∅ ≠ ⊂ . D ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვექნება 

{ } { } { } { } { } { }{ { }
{ } { } { } { } { } { } { }
{ } { }}

3 1 2 3 4 5 6 6 4

6 2 6 1 5 4 5 3 5 2 5 1 4 2

4 1 3 1

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

            , , , , ,

XIQ Z D Z D Z D Z D Z D Z D Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

ადვილი დასანახია, რომ ( )3 3, 1Q QΦ = და ( )3 16QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { } { }

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

6 6 7 6 4 8 6 2 9 6 1 10 5 4

11 5 3 12 5 2 13 5 1 14 4 2

, , ,    , , ,    , , ,    , , ,    , , ,

, , ,    , , ,   , , ,   , , ,   , , ,

, , ,  , , ,  , , ,   , , ,  

D Z D D Z D D Z D D Z D D Z D

D Z D D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z

D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣

{ }
{ }

15 4 1

16 3 1

, , ,

, ,  

Z Z

D Z Z

= ∅
′ = ∅

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16

            

            

            

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′∪

…(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა 8.4.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7
Z = ∅ . 

მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6

3 1 5

1

1 3 1 4 2 4

3 5 4 5 4 6

i

i

R Q R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′= + ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑
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დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა  7.4-დან. 

ლემა 8.5. ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 

7Z ≠ ∅ . მააშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 11 3 3

1 11 4 4

1 11 5 5

2 22 4 4

3

\ \ \\

1 3
\ \ \\

1 4
\ \ \\

1 5
\ \ \\

2 4

3 5

16 2 2 1 3 2 3 ,

16 2 2 1 3 2 3 ,

16 2 2 1 3 2 3 ,

16 2 2 1 3 2 3 ,

16 2

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 35 5

4 44 5 5

4 44 6 6

\ \ \\

\ \ \\

4 5
\ \ \\

4 6

2 1 3 2 3 ,

16 2 2 1 3 2 3 ,

16 2 2 1 3 2 3 ,

D Z D Z X DZ Z

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

R D R D

R D R D

⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.6-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z = ∅ . 

ლემა 8.6. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z =∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )3R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 3) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

1 11

2 22

3 33

4 44

55

\ \ \

3
\ \ \

\ \ \

\ \ \

\

16 2 1 3 2 3

              16 2 1 3 2 3

              16 2 1 3 2 3

              16 2 1 3 2 3

              16 2 1 3 2

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ

D Z DZ

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

5

6 66

1 11 5 5

1 11 3 3

1 11 4 4

\ \

\ \ \

\ \ \\

\ \ \\

\ \\

3

              16 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2

Z X D

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D ZZ Z Z

⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +
− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ − ⋅ −

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

2 22 4 4

3 33 5 5

4 44 5 5

44 6 6

\

\ \ \\

\ \ \\

\ \ \\

\\

3

              16 2 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2 3

              16 2 2 1 3 2

X D

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

D Z D Z X DZ Z Z

D ZZ Z Z

⋅ −
− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −
− ⋅ ⋅ − ⋅ −

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( )4\ \
3               

D Z X D
⋅

⌣

 

X

( )XB D
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დამტკიცება.მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  7.7-დან,  

თუ დავუშვებთ  რომ 7Z = ∅  და განვიხილავთ მხოლოდ იმ ქვენახევარმესერებს, 

რომლებიც შეიცავენ ცარიელს. ცხადია ამ შემთხვევაში 0 16m = . 

)′d ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის4) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }4 , , , ,Q T T T′ ′′ ′′′= ∅ სადაც 

, ,T T T D′ ′′ ′′′∈ და T T T′ ′′ ′′′∅ ≠ ⊂ ⊂ . D ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად 

გვექნება: 

{ }{ { } { } { } { }
{ } { } { } { } { }
{ } { } { }

4 6 4 7 6 2 6 1 5 4 5 3

5 2 5 1 4 2 4 1 3 1

5 4 2 5 4 1 5 3 1 6 4

, , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,

             , , , ,   , , , ,   , , , ,  , , , ,  , , ,     

             , , , ,  , , , ,  , , , ,  , , ,

XIQ Z Z D Z Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

{ } { }2 6 4 1,  , , , ,Z Z Z∅

 

ადვილი დასანახია, რომ ( )4 4, 1Q QΦ = და ( )4 15QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ }

1 6 4 2 6 2 3 6 1 4 5 4

5 5 3 6 5 2 7 5 1 8 4 2

9 4 1 10 3 1 11 6 4 2 12 6 4 1

13 5 4 2 1

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

, , , ,

D Z Z D D Z Z D D Z Z D D Z Z D

D Z Z D D Z Z D D Z Z D D Z Z D

D Z Z D D Z Z D D Z Z Z D Z Z Z

D Z Z Z D

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

{ } { }4 5 4 1 15 5 3 1, , , , , , , ,Z Z Z D Z Z Z′= ∅ = ∅

. 

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

            

            

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ ∪

…(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  8.7.  თუ X  სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

,მაშინ  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

10

4 1 2 1 3

1

2 8 3 9 4 6

4 7 6 8 7 9

7 10

              

              

              

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′− ∩

∑
 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

გამომდინარეობს ლემა  7.8-დან.  

ლემა  8.8. თუ X  სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

,მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 26 6 6 4 6 4 62 4

1 16 6 6 4 6 4 61 4

2 24 6 6 2 2 2 4 2 4

\ \ \\ \ \\

1 2

\ \ \\ \ \\

1 3

\ \ \\ \ \ \

2 8

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 14 6 6 1 1 1 4 1 4

2 25 5 5 4 5 4 52 4

1 15 5 5 4 5 4 51 4

\ \ \\ \ \ \

3 9

\ \ \\ \ \\

4 6

\ \ \\ \ \\

4 7

,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z XZ Z Z Z Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 15 5 5 1 3 3 5 3 5

2 24 5 5 2 2 2 4 2 4

1 14 5 5 1 1 1 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

5 7

\ \ \\ \ \ \

6 8

\ \ \\ \ \ \

7 9

,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z XZ Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 13 5 5 1 3 1 31 1
\ \ \\ \ \\

7 10

,

15 2 2 1 3 3 2 4 3 4 ,

D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z ZZ Z
R D R D′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლინობა უშუალოდ გამომდინარეობსლემა 

7.10-დან. 

ლემა  8.9.  ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )4R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 4) პირობას, მაშინ 

X

( )XB D
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

4 46 7 4 6 4 6

2 26 7 2 6 2 6

1 16 7 1 6 1 6

5 7

\ \ \\ \ \

4
\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\

15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 44 5 4 5

3 35 7 3 5 3 5

2 25 7 2 5 2 5

5 7 1 5 1 5

\ \ \\ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \

3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

DZ Z Z Z Z Z

− ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 24 7 2 4 2 4

1 14 7 1 4 1 4

1 13 7 1 3 1 3

\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

\ \ \\ \ \

3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

              15 2 1 3 2 4 3 4

 

Z D Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z

− ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

2 26 6 6 7 4 6 4 62 4

1 16 6 6 7 4 6 4 61 4

4 6 6 7 2 2 2 4 2

\ \ \\ \ \ \\

\ \ \\ \ \ \\

\ \ \ \

             15 3 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 3 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 3 2 1 3 3 2

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 24

1 14 6 6 7 1 1 1 4 1 4

2 25 5 5 7 4 5 4 52 4

5 5

\ \ \\

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \\

\

4 3 4

              15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 2 2

D Z D Z X DZ

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z Z

⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 15 7 4 5 4 51 4

1 15 5 5 7 1 3 3 5 3 5

2 24 5 5 7 2 2 2 4 2 4

\ \ \\ \ \\

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \ \

1 3 3 2 4 3 4

              15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

  

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 14 5 5 7 1 1 1 4 1 4

1 13 5 5 7 1 3 1 31 1

\ \ \\ \ \ \ \

\ \ \\ \ \ \\

            15 2 2 1 3 3 2 4 3 4

              15 2 2 1 3 3 2 4 3 4
         

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.11 -

დან, თუ დავუშვებთ, რომ 7Z =∅  და განვიხილავთ მხოლოდ იმ ქვენახევარმესერებს, 

რომლებიც შეიცავენ ცარიელს. ცხადია ამ შემთხვევაში 0 15m = . 

)′e ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  5) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }5 , , , , ,Q T T T D′ ′′= ∅
⌣

 სადაც 

, ,T T T D′ ′′∈  და T T T D′ ′′⊂ ⊂ ∈ . D  ნახევარმესერის განსაზღვრების თანახმად გვექნება  

{ } { } { }{
{ } { }}

5 6 4 2 6 4 1 5 4 2

5 4 1 5 3 1

, , , , , , , , , , , , , , ,

                , , , , , , , , , .

XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z D

ϑ = ∅ ∅ ∅

∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

ადვილი დასანახია, რომ ( )5 5, 1Q QΦ =  და ( )5 5QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნები: 



171 

 

{ } { } { }
{ } { }

1 6 4 2 2 6 4 1 3 5 4 2

4 5 4 1 5 5 3 1

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  , , , ,

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅

′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ სამართლიანი იქნება შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ …(1) 

(იხ. განმარტება 1.9). 

ლემა  8.10.  თუ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

,მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4 5
R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +  

დამტკიცება: მოცემული ლემის დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს ლემა 

7.12-დან. 

ლემა 8.11. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )5R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 5) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 26 4 6 4 6 2 4 2 4

2 26 4 6 4 6 1 4 1 4

2 25 4 5 4 5 2 4 1 4

\ \ \\ \ \ \

5

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

            5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

             5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 15 4 5 4 5 1 4 1 4

1 15 3 5 3 5 1 3 1 3

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

             5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

             5 2 1 3 2 4 3 5 4 5

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  7.13-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z =∅ და განვიხილავთ იმ ქვენახევარმესერებს, რომლებიც 

შეიცავენ ცარიელს. ცხადია მოცემულ შემთხვევაში 0 5m = . 

X

( )XB D
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)′f ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  6) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 , , , ,Q T T T T T′ ′′ ′ ′′= ∪  სადაც  

, ,T T T D′ ′′∈  და T T ′⊂ ,T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠ ∅ . D  ნახევარმესრის განმარტების 

თანახმად გვექნება: 

{ } { } { } { }{ { }}6 2 1 6 5 4 6 3 1 4 3 1 3 2, , , ,  , , , , , , , ,  , , , ,  , , ,XIQ Z Z D Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
⌣ ⌣

 

ადვილი დასანახია, რომ ( )6 6, 2Q QΦ =  და ( )6 10QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { }

1 2 1 2 1 2 3 6 5 4 4 5 6 4

5 6 3 1 6 3 6 1 7 4 3 1 8 3 4 1

9 3 2 10 2 3

, , , ,  , , , ,  , , , ,  , , , ,
, , , ,  , , , ,  , , , , , , , ,
, , , , , , , ,

D Z Z D D Z Z D D Z Z Z D Z Z Z
D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z
D Z Z D D Z Z D

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10       

R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪

…(1) 

(იხ. განმარტება 1.9). 

ლემა 8.12.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და

7Z = ∅ . მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

10

6 1 10 2 9

1

3 5 4 6 5 7 6 8

7 10 8 9

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′− ∩ − ∩

∑
 

დამტკიცება: მოცემული ლემის დამტკიცება უშუალოდ გამომდინარეობს ლემა 

7.14-დან. 

ლემა 8.13. თუ X  სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

,მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 3 22 1

1 23 2 2 1

6 1 6 3 3 4 5 6 1

3 4 5 6 6 1 6 3 1

\ \ \\\

1 10
\ \ \\ \

2 9
\ \ \ \ \

3 5
\ \ \ \ \

4 6

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4

Z D Z D X DZ ZZ Z

Z D Z D X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

6 3 3 1 3 44 1 1

3 1 3 4 6 34 1 1

34 3 3 22 1

3 3 2 4 32 1

\ \ \\ \

5 7
\ \ \\ \

6 8
\ \\ \\

7 10
\ \\ \\

8 9

,

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4 ,

5 2 2 1 2 2 1 4

Z Z Z Z Z ZZ Z X Z

Z Z Z Z Z ZZ Z X Z

Z D X DZ Z Z ZZ Z

Z D XZ Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣

,
D

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა 7.15-დან. 

ლემა 8.14. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3
, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ

⌣
 და 7Z =∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )6R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 6) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

6 3 3 62 1 1 2 1

6 5 5 6 4 3 3 44 1

2 3 3 2

2 1 32 1

\ \ \\ \ \

6

\ \ \ \\ \

\\ \

\ \ \\

10 2 1 2 1 4 20 2 1 2 1 4

              10 2 1 2 1 4 20 2 1 2 1 4

              10 2 1 2 1 4

5 2 2 1 2 2

X D Z Z Z ZZ Z Z Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z ZX Z X Z

X DZ Z Z Z

Z D Z D Z ZZ Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣

⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 22 3 21 2 1

6 1 6 3 3 4 5 6 3 4 5 6 6 1 6 31 1

6 3 3 1 3 4 3 1 3 4 64 1 1 4 1

\ \ \\\ \

\ \ \ \ \ \ \ \\ \

\ \ \ \ \\ \ \

1 4 5 2 2 1 2 2 1 4

5 2 2 1 2 2 1 4 5 2 2 1 2 2 1 4

5 2 2 1 2 2 1 4 5 2 2 1 2 2

Z D Z D X DZ ZX Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZX Z X Z

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z X Z Z Z

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 1

3 34 3 3 2 3 2 4 32 1 2 1

\ \

\ \ \ \\ \ \ \\ \

1 4

5 2 2 1 2 2 1 4 5 2 2 1 2 2 1 4

Z X Z

Z D X D Z D X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

− ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.17-დან, 

თუ დავუშვბთ, რომ 7Z = ∅ და განვიხილავთ იმ ქვენახევარმესერებს, რომლებიც 

შეიცავენ ცარიელს. ცხადია ასეთ შემთხვევაში 0 7m = . 

)′g ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  7) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }, , , ,T T T T T T′ ′′ ′′′ ′′ ′′′∪ , სადაც

, , ,T T T T D′ ′′ ′′′∈ , T T T′ ′′⊂ ⊂ , T T T′ ′′′⊂ ⊂ ,  \T T ′ ≠ ∅ და \T T′ ≠ ∅ . D ნახევარმესერის 

განმარტების თანახმად გვექნება 

X

( )XB D
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{ }{ { } { }
{ } { }

7 4 2 1 6 2 1 5 2 1

5 3 2 5 4 3 1

, , , , , , , , , ,  , , , , ,

              , , , , , , , , ,
XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z D Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅
∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣  

ადვილიდასანახია, რომ ( )7 7, 2Q QΦ = და ( )6 7QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { } { }
{ } { } { } { }
{ } { }

1 4 2 1 2 4 1 2 3 6 2 1 4 6 1 2

5 5 2 1 6 5 1 2 7 5 3 2 8 5 2 3

9 5 4 3 1 10 5 3 4 1

, , , , , , , , , ,  , , , , ,  , , , , ,  

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
 , , , , ,  , , , ,  

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D
D Z Z Z Z D Z Z Z Z

′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅ = ∅
′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣ ⌣
 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

7 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10       

R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪

…(1) 

(იხ. განმარტება 1.9). 

ლემა 8.15.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 

7Z = ∅ .  მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7

7 1 3 1 5

1

2 4 2 6 2 7

5 8 7 10 8 9

   

   

i

i

R Q R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D R D R D

∗

=

′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ −

′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩ −
′ ′ ′ ′ ′ ′− ∩ − ∩ − ∩

∑
 

დამტკიცება. მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა  7.18-დან. 

ლემა 8.16.თუ X  სასრულო სიმრავლეა, { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z = ∅

,მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 2 44 6 6 2 1 2 1 1 2 1 2

11 2 44 5 5 2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 44 6 6 1 2 1 2

\ \\\ \ \ \ \

1 3

\ \\\ \ \ \ \

1 5

\\ \ \

2 4

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

∩

∩

∩

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣

⌣ ⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 2 1

11 2 44 5 5 2 1 2 1 1 2 1 2

21 2 44 5 5 3 2 3 2 2 1 2 1

5 5

\ \\ \

\ \\\ \ \ \ \

2 6

\ \\\ \ \ \ \

2 7

\

5 8

3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2

Z D X DZ Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z

R D R D

R D R D

R D R D

∩

∩

⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 2 55 3 2 3 22 1 2 1

3 2 55 5 5 3 2 3 2 4 3 4 32 1

33 2 55 5 5 4 3 4 3 3 2 3

\ \\ \ \\ \

\\\ \ \ \ \\

7 10

\\\ \ \ \ \

8 9

1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2 5 ;

5 2 2 1 2 3 2 3 3 2

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z ZZ Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R D R D

R D R D

∩

∩

∩

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

⌣ ⌣

⌣

⌣

( )2
\

5 ;
X DZ ⋅
⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა 7.20-დან. 

ლემა 8.17. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z =∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )7R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 7) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 44 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 66 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 55 2 1 2 1 1 2 1 2

\\ \ \ \ \

7

\\ \ \ \ \

\\ \ \ \ \

10 2 1 2 3 2 3 2 5

              10 2 1 2 3 2 3 2 5

              10 2 1 2 3 2 3 2 5

      

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗

∩

∩

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⌣

⌣

⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3 55 2 3 2 3 3 2 3 2

4 3 55 4 3 4 3 3 4 3 4

2 12 1 44 6 6 2 1 2 1 1 2 1 2

\\ \ \ \ \

\\ \ \ \ \

\ \\\ \ \ \ \

        10 2 1 2 3 2 3 2 5

              10 2 1 2 3 2 3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z D XZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

∩

∩

∩

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣

⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 12 1 44 5 5 2 1 2 1 1 2 1 2

1 21 2 1 22 1 44 6 6 2 1 2 1

22 1 44 5 5 2 1 2 1

\

\ \ \\\ \ \ \ \

\ \ \\ \\\ \ \

\\\ \ \

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3

D

Z D Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z D X DZ Z Z ZZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z

Z DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z

∩

∩

∩

−

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1 2

1 22 1 44 5 5 3 2 3 2 2 3 2 3

2 12 1 55 5 5 3 2 3 22 1 2 1

2 3 55 5 5

\ \\ \

\ \ \\\ \ \ \ \

\ \ \\\ \ \\ \

\\

3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

5 2 2 1 2

Z D X DZ Z Z Z

Z D Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z D Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z

Z Z ZZ Z Z

∩

∩

∩

⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 2 3 2 4 3 4 32 1

32 3 55 5 5 4 3 4 3 3 2 3 22 1

\ \\ \ \ \\

\ \\\ \ \ \ \\

3 3 2 3 3 2 5

5 2 2 1 2 3 3 2 3 3 2 5

Z D X DZ Z Z Z Z Z Z ZZ Z

Z D X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z∩

⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⌣ ⌣

⌣ ⌣

 

X

( )XB D
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დამტკიცება.მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს  ლემა 7.21-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z =∅ და განვიხილავთ იმ ქვენახევარ- მესერებს, რომლებიც 

შეიცავენ ცარიელს. ცხადია ამ შემთხვევაში 0 7m = . 

)′h ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  8) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }8 7 4 2 1, , , , ,Q Z T Z Z Z D=
⌣

, სადაც 

{ }5 6,T Z Z∈ .  D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება 

{ } { }{ }8 6 4 2 1 5 4 2 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅
⌣ ⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )8 8, 2Q QΦ = და ( )8 2QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { }
{ } { }

1 6 4 2 1 2 6 4 1 2

3 5 4 2 1 4 5 4 1 2

, , , , , ,  , , , , , ,

, , , , , ,  , , , , , .

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

′ ′= ∅ = ∅

′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 1 2 3 4R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ .        …(1) 

(იხ. განსაზღვრება  1.9). 

ლემა  8.18.ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3
, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ

⌣
 და 7Z =∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )8R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 8) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 46 4 6 4 6 1 2 1 2

5 4 5 4 52 1 2 1

2 1 4 1 2 1 2 2 1 2 1

8 1 2 3 4

\\ \ \ \

\ \ \\ \

\\ \ \ \ \

            4 2 1 3 2 3 4 3

             4 3 6 4 2 1 3 2

            3 4 3 4 3 6 .

Z Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

X D Z Z Z Z ZZ Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q R D R D R D R D∗

∩

∩

′ ′ ′ ′= + + + =

= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

 

X

( )XB D
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დამტკიცება. მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.22-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z = ∅ . 

)′i ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  9) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }5 4 3 1, , , , ,Z Z Z Z D∅
⌣

. D  

ნახევარმესერის  განსაზღვრების თანახმად { }9 5 4 3 1, , , , ,XIQ Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. ადვილი 

დასანახია, რომ  ( )9 9, 2Q QΦ =  და ( )9 1QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნა 

{ }1 5 4 3 1, , , , ,D Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

, მაშინ ( ) ( )9 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )9 1R Q R D∗ ′=  და  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 55 3 4 3 4 4 3 4 3
\\ \ \ \ \

9 2 1 2 3 2 3 2 6
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

. 

)′j ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  10) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }10Q , , , ,T T T T T Z′ ′′ ′ ′′= ∪ , 

სადაც T T′⊂ , T T ′′⊂ , \T T′ ′′ ≠∅ ,  \T T′′ ′ ≠∅ ,  T T Z′ ′′∪ ⊂ . D ნახევარმესერის 

განსაზღვრების თანახმად გვექნება  

{ }{ { } { }
{ } { }}

10 6 5 4 6 3 1 4 3 1

6 5 4 2 6 5 4 1

, , , , , , , , , , , , , , ,  

              , , , , ,   , , , ,

XIQ Z Z Z D Z Z Z D Z Z Z D

Z Z Z Z Z Z Z Z

ϑ = ∅ ∅ ∅

∅ ∅

⌣ ⌣ ⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )10 10, 2Q QΦ = და ( )10 6QΩ = . შემოვიღოთ აღნიშვნები 

{ } { } { }
{ } { } { }
{ } { } { }
{ }

1 6 5 4 2 5 6 4 3 6 3 1

4 3 6 1 5 4 3 1 6 3 4 1

7 6 5 4 2 8 5 6 4 2 9 6 5 4 1

10 5 6 4 1

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,  

, , , , ,  , , , , ,  , , , , ,

, , , ,

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z D D Z Z Z D D Z Z Z D

D Z Z Z Z D Z Z Z Z D Z Z Z Z

D Z Z Z Z

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅

′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
′ = ∅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

მაშინ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

10 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10            
R Q R D R D R D R D R D R D

R D R D R D R D

∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪
′ ′ ′ ′∪ ∪ ∪ ∪ .     …(1) 

(იხ. განმარტება  1.9). 
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ლემა  8.19.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 

7Z = ∅ . მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

10 1 3 2 4 3 5 4 6

1

i

i

R Q R D R D R D R D R D R D R D R D R D∗

=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∩ − ∩ − ∩ − ∩∑  

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა 7.24-დან.  

ლემა  8.20.ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 7Z =∅ . 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი ტოლობები 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 16 1 6 3 3 4 5 6

1 13 4 5 6 6 1 6 3

1 16 3 3 1 3 44 1

\ \ \\ \ \ \

1 3

\ \ \\ \ \ \

2 4

\ \ \\ \ \\

3 5

4

5 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

5 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

5 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

R D R D

R D R D

R D R D

R D R D

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

′ ′∩

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( ) ( ) ( )1 13 1 3 4 6 34 1
\ \ \\ \ \\

6 5 2 2 1 2 2 1 5 4 5 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა 7.25-დან.  

ლემა  8.21. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z = ∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )10R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 10) პირობას, მაშინ 

 

X

( )XB D
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

4 45 6 6 5

1 16 3 3 6

1 13 4 4 3

6 1 6 3 3 4 5

\ \ \\ \

10

\ \ \\ \

\ \ \\ \

\ \ \ \

10 2 1 2 1 5 4 5

             +10 2 1 2 1 5 4 5

             +10 2 1 2 1 5 4 5

            5 2 2 1 2 2

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

1 16

1 13 4 5 6 6 1 6 3

1 16 3 3 1 3 44 1

3 1 3 4 64 1

\ \ \

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \\

\ \ \\

1 5 4 5

            5 2 2 1 2 2 1 5 4 5

            5 2 2 1 2 2 1 5 4 5

            5 2 2 1 2 2

D Z D Z X D

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z ZZ Z

Z Z Z Z ZZ Z

− ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

( ) ( )2 23
\ \ \

1 5 4 5 .
D Z D Z X DZ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება.მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  7.27 -დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z = ∅ დაგანვიხილავთ მხოლოდ იმ ქვენახევარმესერებს, 

რომლებიც შეიცავენ ცარიელს. ცხადია მოცემულ შემთხვევაში 0 5m = . 

)′k ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  11) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 5 4, , , , ,Z Z Z T D∅
⌣

,  სადაც

{ }2 1,T Z Z∈ . D ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება 

{ } { }{ }11 6 5 4 2 6 5 4 1, , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅
⌣ ⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )11 11, 2Q QΦ = და ( )11 2QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { }
{ } { }

1 6 5 4 2 2 5 6 4 2

3 6 5 4 1 4 5 6 4 1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,  , , , , , .

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D

′ ′= ∅ = ∅

′ ′= ∅ = ∅

⌣ ⌣

⌣ ⌣  

მაშინ მივიღებთ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 2 3 4 .R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= ∪ ∪ ∪ …(1) 

(იხ.განმარტება 1.9). 

ლემა  8.22. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z = ∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )11R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

X

( )XB D



180 

 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის  11 ) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 25 6 6 5 2 4 2 4

1 15 6 6 5 1 4 1 4

11 1 2 3 4

\ \ \\ \ \ \

\ \ \\ \ \ \

              +4 2 1 2 1 5 4 6 5 6

             +4 2 1 2 1 5 4 6 5 6 .

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′= + + + =

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣ ⌣ ⌣

⌣ ⌣ ⌣

 

დამტკიცება. მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა  7.28-დან, 

თუ გავითვალიწინებთ, რომ 7Z = ∅ . 

)′l ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  12) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }, , , , ,T T T T T T T T T′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′∪ ∪ ∪ , სადაც 

\T T′ ′′ ≠ ∅ , \T T′′ ′ ≠∅ , ( ) \T T T′ ′′ ′′′∪ ≠ ∅ , ( )\T T T′′′ ′ ′′∪ ≠ ∅ . D ნახევარმესერის 

განსაზღვრების თანახმად გვექნება  

{ } { } { }{12 6 5 4 3 1 6 3 2 1 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Z Z Z Z D Z Z Z Z Dϑ = ∅ ∅ ∅
⌣ ⌣

 

ადვილი დასანახია, რომ ( )12 12, 1Q QΦ = და ( )12 4QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი 

აღნიშვნები: 

{ } { } { }1 6 5 4 3 1 2 6 3 2 1 3 4 3 2 1, , , , , , , , , , , , , , , , ,D Z Z Z Z Z D Z Z Z Z D D Z Z Z Z D′ ′ ′= ∅ = ∅ = ∅
⌣ ⌣

 

მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3R Q R D R D R D∗ ′ ′ ′= ∪ ∪ …(1) 

(იხ. განმარტება 1.9).  

ლემა 8.23.  ვთქვათ X სასრულო სიმრავლეა { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

და 

7Z = ∅ . მაშინ სამართლია შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 2 3 2 3R Q R D R D R D R D R D∗ ′ ′ ′ ′ ′= + + − ∩  
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დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა უშუალოდ გამომდინარეობს 

ლემა  7.28-დან. 

ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა  8.24.ვთქვათ { }2 6 3 2 1 , , , , ,D Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

 და { }3 4 3 2 1, , , , , .D Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

მაშინ 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )4 6 3 6 3 3 2 2 1 2 1
\ \\ \ \ \

2 3 4 2 2 1 2 1 3 2 6
Z Z Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R D R D
∪′ ′∩ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამარლიანობა გამომდინარეოობს ლემა 7.29-დან.  

დამტკიცება. 8.25. ვთქვათ { } ( )7 6 5 4 3 2 1 3, , , , , , , ,8D Z Z Z Z Z Z Z D X= ∈Σ
⌣

 და 7Z =∅ . თუ  

სასრული სიმრავლეა და ( )12R Q∗  სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ნახევარჯგუფის 

ყველა რეგულარული ელემენტების სიმრავლეს, რომლებიც აკმაყოფილებენ თეორემა 

8.1-ის 12) პირობას, მაშინ 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 3 5 6 3 4 3 4 1

3 2 6 3 2 1 2 1

3 2 4 3 2 1 2 1

4 6 3 6 3 3 2 2

\ \ \ \ \

12

\\ \ \ \

\\ \ \ \

\ \ \

3 2 1 2 1 3 2 6

             3 2 1 2 1 3 2 6

             3 2 1 2 1 3 2 6

             3 2 2 1 2 1 3

Z Z Z Z Z Z Z Z X Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

X DZ Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗

∪

= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +

− ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

⌣

( )1 2 1
\\ \

2 6

             

X DZ Z Z− ⋅
⌣

 

დამტკიცება: მოცემული ლემის სამართლიანობა გამომდინარეობს ლემა 7.30-დან, 

თუ დავუშვებთ, რომ 7Z =∅ და განვიხილავთ იმ ქვენახევარმესერებს, რომლებიც 

შეიცავენ ცარიელს. ცხადია მოცემულ შემთხვევაში 0 3m = . 

)′m ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  13) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }5 4 3 2 1, , , , , ,Z Z Z Z Z D∅
⌣

, D

ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება { }13 5 4 3 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )13 13, 1Q QΦ = და ( )13 1QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

X

( )XB D
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{ }1 5 4 3 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

.მაშინ ( ) ( )13 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )13 1R Q R D∗ ′= და სამართლიანია 

შემდეგი ტოლობა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 55 4 3 4 3 3 2 3 2 2 1 2 1
\\ \ \ \ \ \ \

13 2 1 2 3 2 3 2 4 3 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

)n′ ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  14) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 5 4 3 1, , , , , ,Z Z Z Z Z D∅
⌣

, D

ნახევარმესერის განმარტების თანახმადგვექნება { }14 6 5 4 3 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. ადვილი 

დასანახია, რომ ( )14 14, 4Q QΦ = და ( )14 1QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა

{ }1 6 5 4 3 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

, მაშინ ( ) ( )14 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )14 1R Q R D∗ ′= და სამართლიანია 

შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 16 3 5 6 3 4 3 4
\ \ \\ \ \ \

14 2 1 2 1 3 2 7 6 7 ;
D Z D Z X DZ Z Z Z Z Z Z Z

R Q∗ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅
⌣ ⌣ ⌣

 

)′o ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  15) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 5 4 2 1, , , , , ,Z Z Z Z Z D∅
⌣

, D

ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება { }15 6 5 4 2 1, , , , , ,XIQ Z Z Z Z Z Dϑ = ∅
⌣

. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )15 15, 4Q QΦ = და ( )15 1QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა

{ }1 6 5 4 2 1, , , , , ,D Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

.მაშინ ( ) ( )15 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )15 1R Q R D∗ ′= და სამართლიანია 

შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 45 6 6 5 2 1 2 1 1 2 1 2
\\\ \ \ \ \ \

15 2 2 1 2 1 4 5 4 5 4 7 ;
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

 

)′p ვთქვათ ( )XB D  ნახევარჯგუფის α  ბინარული მიმართება აკმაყოფილებს 

თეორემა 8.1-ის  16) პირობას. მოცემულ შემთხვევაში { }6 5 4 3 2 1, , , , , , ,Z Z Z Z Z Z D∅
⌣

,  D

ნახევარმესერის განმარტების თანახმად გვექნება { }16 6 5 4 3 2 1
, , , , , , ,

XI
Q Z Z Z Z Z Z Dϑ = ∅

⌣
. 

ადვილი დასანახია, რომ ( )16 16, 1Q QΦ = და ( )16 1QΩ = . შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 
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{ }1 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,D Z Z Z Z Z Z D′ = ∅
⌣

, მაშინ ( ) ( )16 1R Q R D∗ ′= , ( ) ( )16 1R Q R D∗ ′=  და საართლიანია 

შემდეგი ტოლობა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 46 3 5 6 3 2 3 2 2 1 2 1
\\\ \ \ \ \ \

16 2 2 1 2 2 1 3 2 5 4 8
X DZ Z ZZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

R Q
∩∗ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

⌣

. 

დავუშვათ, რომ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16             

r R Q R Q R Q R Q R Q R Q R Q R Q R Q

R Q R Q R Q R Q R Q R Q R Q

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= + + + + + + + + +
+ + + + + + +

 

თეორემა 8.2. ვთქვათ ( )3 ,8D X∈Σ და 7Z = ∅ .თუ X სასრულო სიმრავლეა და DR არის 

( )XB D  ნახევარჯგუფის ყველა რეგულარულ ელემენტთა სიმრავლე, მაშინ 1DR r= . 

დამტკიცება: მოცემული თეორემის სამართლიანოა უშუალოდ გამომდინარეობს 

თეორემა 8.1-დან.  

მაგალითი  8.1.  ვთქვათ  { }1,2,3,4X = , მაშინ  { }1,2,3,4D=
⌣

, { }1 2,3,4Z = , { }2 1,3,4Z = , 

{ }3 2,4Z = , { }4 3,4Z = , { }5 4Z = { }6 3Z = , { }7Z = ∅  და რეგულარული ელემენტების 

რაოდენობა შესაბამისად ტოლი იქნება  1550DR = . 
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დამ ა ტ ე ბ ა1 

მაგალითი  1.1.მოცემულ მაგალითში ნაპოვნია ( )
3

,8Χ∑ კლასის ყველა 

ნახევარმესერი, იმ შემთხვევაში  როცა 4Χ =  

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { }

1

2

3

4

5

6

1,2,3,4 , 2,3,4 , 1,3,4 , 2,4 , 3, 4 , 4 , 3 ,

1,2,3,4 , 2,3,4 , 1,3,4 , 2,3 , 3,4 , 3 , 4 ,

1,2,3,4 , 2,3, 4 , 1, 2,4 , 3,4 , 2,4 , 4 , 2 ,

1,2,3,4 , 2,3,4 , 1,2, 4 , 2,3 , 2,4 , 2 , 3 ,

1,2,3,4 , 2,3, 4 , 1, 2,3 , 3,4 , 2,3 , 3 , 2 ,

1,2,3,4 , 2,3,4 , 1,2

D

D

D

D

D

D

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }

7

8

9

10

11

,3 , 2,4 , 2,3 , 2 , 3 ,

1,2,3,4 , 1,3,4 , 2,3,4 , 1, 4 , 3,4 , 4 , 3 ,

1,2,3,4 , 1,3,4 , 2,3,4 , 1,3 , 3,4 , 3 , 4 ,

1,2,3,4 , 1,3, 4 , 1, 2,4 , 1,3 , 1,4 , 1 , 4 ,

1,2,3,4 , 1,3, 4 , 1, 2,4, , 3, 4 , 1,4 , 4 , 1 ,

1,2,3,4 , 1,3, 4 , 1,2,3 , 3,4 , 1,3 , 3 , 1 ,

D

D

D

D

D

D

∅

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }12 1,2,3,4 , 1,3, 4 , 1, 2,3 , 1,4 , 1,3 , 1 , 3 ,= ∅

 

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ }

13

14

15

16

17

18

1,2,3,4 , 1,2,4 , 2,3,4 , 1,4 , 2, 4 , 4 , 1 ,

1,2,3,4 , 1,2, 4 , 2,3,4 , 1,2 , 2,4 , 2 , 1 ,

1, 2,3,4 , 1,2,4 , 1,2,3 , 2,4 , 1,2 , 2 , 4 ,

1,2,3,4 , 1,2, 4 , 1,2,3 , 1,4 , 1,2 , 1 , 4 ,

1,2,3,4 , 1,2, 4 , 1,3,4 , 2,4 , 1, 4 , 4 , 2 ,

1, 2,3,4 , 1,2

D

D

D

D

D

D

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { }

19

20

21

22

23

, 4 , 1,3, 4 , 1,2 , 1,4 , 1 , 2 ,

1,2,3,4 , 1,2,3 , 2,3,4 , 1,3 , 2,3 , 3 , 2 ,

1, 2,3,4 , 1,2,3 , 2,3,4 , 1,2 , 2,3 , 2 , 3 ,

1,2,3,4 , 1,2,3 , 1,3,4 , 1,3 , 1,3 , 1 , 3 ,

1, 2,3,4 , 1,2,3 , 1,3, 4 , 2,3 , 1,3 , 3 , 1 ,

1,2,3,4 , 1,2,3 , 1,2,4 , 2,3 , 1,

D

D

D

D

D

∅

= ∅

= ∅

= ∅

= ∅

= { } { } { } { }{ }
{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }24

2 , 2 , 1 ,

1, 2,3,4 , 1,2,3 , 1,2,4 , 1,3 , 1,2 , 1 , 2 ,D

∅

= ∅
 

ე.ი., მივიღეთ, რომ თუ 4X = , მაშინ ( )3 ,8 24XΣ = . ამ მაგალითიდან ჩანს, რომ 

თეორიულ ნაწილში მიღებული შედეგი დაემთხვა პრაქტიკულ შედეგს. 
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დამატება 2 

როგორც ცნობილია ( )XB D  ნახევარჯგუფის რეგულარულ ელემენტებს ვპოულობთ 

შემდეგი თეორემის საშუალებით:  

თეორემა 1.  ვთქვათ α არის ( )XB D  ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტი. მაშინ 

ერთდროულად სამართლიანია შემდეგი ორი წინადადება: 

)a  ( ) ( ), ,α α∗ ⊆V X V D ; 

)b ( ),αV D  იქნება გაერთიანებათა სრული −XI ნახევარმესერი. 

 (იხ. [13], თეორემა 6.3.1).  

ამ თეორემის საშუალებით მოცემულ 2-3 დამატებებში ნაპოვნია ყველა რეგულარული 

ელემენტი. ეს პრაქტიკული გამოთვლები შედარებულია თეორიულ ნაწილში მიღებულ 

გამოთვლებს და მივიღეთ, რომ მათი რაოდენობები დაემთხვა ერთმანეთს. 

დამატება 2-ში მოცემულია ( )3
,8X∑  კლასის −X ნახევარმესერებით განსაზღვრული 

( )XB D  ნახევარჯგუფის მაგალითი, როცა 
7

Z ≠ ∅ . მოცემულ ნახევარჯგუფში ნაპოვნია ყველა 

იდემპოტენტური და რეგულარული ელემენტები.  

შენიშვნა: მოცემულ 2-3 დამატებებში თითოეულ მატრიცას მინიჭებული აქვს რიგითი 

ნომერი და ვარსკვლავები, ერთი ვარსკვლავით აღნიშნულია შესაბამისი ნახევარჯგუფის 

რეგულარული ელემენტები, ხოლო ორი ვარსკვლავით აღნიშნულია იდემპოტენტური 

ელემენტები. 

მაგალითი 1. ვთქვათ { }1,2,3,4,5X =  და 

{ } { } { } { } { } { } { }{ { }}1 , 1,4 , 1,5 , 1,4,5 , 1,3,5 , 1,2,4,5 , 1,3,4,5 , 1,2,3, 4,5 .D =  

მაშინ ( )X
B D  ნახევარჯგუფის რეგულარული ელემენტებია: 

1

11111
11111
11111
11111
11111

∗∗
 
 
 
 
 

,

2 3 4 5 6

10111 11011 10101 10011 10001 10010
11111 11111 11111 11111 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111 11111 11111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          7 8

10000
11111

11111 , 11111 ,
11111 11111
11111 11111

∗ ∗∗
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9 10 11 12 13

10111 11011 10101 10011 10001 10010
10111 11011 10101 10011 10001 1
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111 11111 11111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          14 15 16

10000 10111
0010 10000 11111

11111 , 11111 , 10111 ,
11111 11111 11111
11111 11111 11111

∗ ∗∗ ∗
     
     
     
     
     

 

17 18 19 20 21

10111 11011 11011 10101 10101 10011
10111 11111 11011 11111 10101
10111 , 11011 , 11011 , 10101 , 10101 ,
11111 11111 11111 11111 11111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          22 23 24

10011 10001
11111 10011 11111
10011 , 10011 , 10001 ,
11111 11111 11111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

25 26 27 28 29

10001 10010 10010 10000 10000 101
10001 11111 10010 11111 10000
10001 , 10010 , 10010 , 10000 , 10000 ,
11111 11111 11111 11111 11111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
         
         
         
         
          30 31 32

11 10101 10011
11111 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

33 34 35 36 37

10001 10010 10000 10111 10101 10011
11111 11111 11111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          38 39 40

10001 10010
10111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

41 42 43 44 45

10000 10101 10011 10001 10010 10000
10111 10101 10011 10001 10010
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          46 47 48

10111 10101
10000 11111 11111
11111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

49 50 51 52 53

10011 10001 10010 10000 10111 10101
11111 11111 11111 11111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          54 55 56

10011 10001
10111 10111 10111
10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

 

57 58 59 60 61

10010 10000 10101 10011 10001 10010
10111 10111 10101 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          62 63 64

10000 10101
10010 10000 11111
10111 , 10111 , 10101 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

65 66 67 68 69

10101 10101 10011 10011 10011 10001
10111 10101 11111 10111 10011
10101 , 10101 , 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          70 71 72

10001 10001
11111 10111 10001
10001 , 10001 , 10001 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

73 74 75 76 77

10010 10010 10010 10000 10000 10000
11111 10111 10010 11111 10111
10010 , 10010 , 10010 , 10000 , 10000 ,
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          78 79 80

11011 10011
10000 11111 11111
10000 , 11111 , 11111 ,
10111 11011 11011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

81 82 83 84 85

10001 10010 10000 11011 10011 10001
11111 11111 11111 11011 11011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011 11011 11011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          86 87 88

10010 10000
11011 11011 11011
11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

89 90 91 92 93

10011 10001 10010 10000 11011 10011
10011 10001 10010 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11011 ,
11011 11011 11011 11011 11011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          94 95 96

10001 10010
11111 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
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97 98 99 100 101

10000 11011 10011 10001 10010 100
11111 11011 11011 11011 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011 11011 11011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          102 103 104

00 10011 10001
11011 10011 10001
11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

 

 

113 114 115 116 117

10010 10010 10010 10000 10000
11111 11011 10010 11111 11011
10010 , 10010 , 10010 , 10000 , 10000 ,
11011 11011 11011 11011 11011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          118 119 120

10000 10101 10001
10000 11111 11111
10000 , 11111 , 11111 ,
11011 10101 10101
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

121 122 123 124 125

10000 10101 10001 10000 10001
11111 10101 10101 10101 10001
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111 ,
10101 10101 10101 10101 10101
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          126 127 128

10000 10101 10001
10000 11111 11111
11111 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

129 130 131 132 133

10000 10101 10001 10000 10001
11111 10101 10101 10101 10001
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101 10101 10101
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          134 135 136

10000 10001 10001
10000 11111 10101
10101 , 10001 , 10001 ,
10101 10101 10101
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

137 138 139 140 141

10001 10000 10000 10000 10011
10001 11111 10101 10000 10011
10001 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111 ,
10101 10101 10101 10101 10011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          142 143 144

10001 10010 10000
10011 10011 10011
11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

145 146 147 148 149

10001 10010 10000 10011 10001
10001 10010 10000 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011 10011 10011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          150 151 152

10010 10000 10011
11111 11111 10011
10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

153 154 155 156

10001 10010 10000 10001 10010
10011 10011 10011 10001 10010
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         157 158 159 160

10000 10001 10001
10000 11111 10011

, 10011 , 10001 , 10001 ,
10011 10011 10011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

161 162 163 164

10001 10010 10010 10010 10000
10001 11111 10011 10010 11111
10001 , 10010 , 10010 , 10010 , 10000
10011 10011 10011 10011 10011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         165 166 167 168

10000 10000 10001
10011 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
10011 10011 10001
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

105 106 107 108 109

10010 10000 10011 10011 10011
10010 10000 11111 11011 10011
11011 , 11011 , 10011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011 11011 11011
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          110 111 112

10001 10001 10001
11111 11011 10001
10001 , 10001 , 10001 ,
11011 11011 11011
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗
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169 170 171 172

10000 10001 10000 10000 10001
11111 10001 10001 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         173 174 175 176

10000 10001 10000
11111 10001 10001

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

177 178 179 180

10000 10000 10000 10000 10010
10000 11111 10001 10000 11111
10001 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10001 10001 10001 10001 10010
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         181 182 183 184

10000 10010 10000
11111 10010 10010

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
11111 11111 11111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
     

      
      
      
      
      

 

185 186 187 188

10000 10010 10000 10010 10000
10000 11111 11111 10010 10010
11111 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
11111 11111 11111 11111 11111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
        
        
       
       
       
         189 190 191 192

10000 10000 10000
10000 11111 10010

, 10010 , 10000 , 10000 ,
10010 10010 10010
11111 11111 11111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      

 

193 194 195 196

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10000 11111 10000
10000 , 11111 , 11111 , 10000 , 10000
10010 10000 10000 10000 10000
11111 11111 11111 11111 11111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
        
        
       
       
       
         197 198 199 200

10111 10101 10011
11111 11111 11111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111
10111 10111 10111

∗∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      

 

201 202 203 204

10001 10010 10000 10111 10101
11111 11111 11111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 11111 11111 11111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         205 206 207 208

10011 10000 10101
10111 10111 10101

, 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 11111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

209 210 211 212

10011 10001 10010 10000 10111
10011 10001 10010 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         213 214 215 216

10101 10011 10001
11111 11111 11111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

217 218 219 220

10010 10000 10111 10101 10011
11111 11111 10111 10111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         221 222 223 224

10001 10010 10000
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

225 226 227 228

10101 10011 10001 10010 10000
10101 10011 10001 10010 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10111 10111 10111 10111 10111

         
         
         
         
        
         229 230 231 232

10101 10101 10101
11111 10111 10101

, 10101 , 10101 , 10101 ,
11111 11111 11111
10111 10111 10111

     
     
     
     

      
     

 

233 234 235 236

10011 10011 10011 10001 10001
11111 10111 10011 11111 10111
10011 , 10011 , 10011 , 10001 , 10001
11111 11111 11111 11111 11111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         237 238 239 240

10001 10010 10010
10001 11111 10111

, 10001 , 10010 , 10010 ,
11111 11111 11111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
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241 242 243 244

10010 10000 10000 10000 10111
10010 11111 10111 10000 11111
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
11111 11111 11111 11111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         245 246 247 248

10101 10011 10001
11111 11111 11111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

249 250 251 252

10010 10000 10111 10101 10011
11111 11111 10111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         253 254 255 256

10001 10010 10000
10111 10111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

257 258 259 260

10101 10011 10001 10010 10000
10101 10011 10001 10010 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         261 262 263 264

10111 10101 10011
11111 11111 11111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

265 266 267 268

10001 10010 10000 10111 10101
11111 11111 11111 10111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
        
        
        
       
         269 270 271 272

10011 10001 10010
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
      
      
      
      

       
      

 

273 274 275 276

10000 10101 10011 10001 10010
10111 10101 10011 10001 10010
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
        
        
        
        
         277 278 279 280

10000 10101 10101
10000 11111 10111

, 10111 , 10101 , 10101
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗∗ ∗ ∗
      
      
      
      
      
      

 

281 282 283 284

10101 10011 10011 10011 10001
10101 11111 10111 10011 11111
10101 , 10011 , 10011 , 10011 , 10001
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         285 286 287 288

10001 10001 10010
10111 10001 11111

, 10001 , 10001 , 10010
10111 10111 10111
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

289 290 291 292

10010 10010 10000 10000 10000
10111 10010 11111 10111 10000
10010 , 10010 , 10000 , 10000 , 10000
10111 10111 10111 10111 10111
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
        
        
        
       
         293 294 295 296

10011 10001 10010
11111 11111 11111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗∗ ∗ ∗ ∗
      
      
      
      

       
      

 

297 298 299 300

10000 10011 10001 10010 10000
11111 10111 10111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         301 302 303 304

10011 10001 10010
11011 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 



190 

 

305 306 307 308

10000 10011 10001 10010 10000
11011 10011 10001 10010 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         309 310 311 312

10011 10001 10010
11111 11111 11111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

 

321 322 323 324

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10001 10010
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         325 326 327 328

10000 10011 10001
10000 11111 11111

, 10111 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

329 330 331 332

10010 10000 10011 10001 10010
11111 11111 10111 10111 10111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         333 334 335 336

10000 10011 10001
10111 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

337 338 339 340

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10001 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         341 342 343 344

10000 10011 10011
10000 11111 10111

, 11011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

345 346 347 348

10011 10011 10001 10001 10001
11011 10011 11111 10111 11011
10011 , 10011 , 10001 , 10001 , 10001
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         349 350 351 352

10001 10010 10010
10001 11111 10111

, 10001 , 10010 , 10010 ,
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

353 354 355 356

10010 10010 10000 10000 10000
11011 10010 11111 10111 11011
10010 , 10010 , 10000 , 10000 , 10000
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         357 358 359 360

10000 10101 10001
10000 11111 11111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
11011 10101 10101
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

361 362 363 364

10000 10101 10001 10000 10101
11111 10111 10111 10111 10101
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10101 10101 10101
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         365 366 367 368

10001 10000 10001
10101 10101 10001

, 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10101
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

313 314 315 316

10000 10011 10001 10010 10000
11111 10111 10111 10111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         317 318 319 320

10011 10001 10010
11011 11011 11011

, 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      



191 

 

369 370 371 372

10000 10101 10001 10000 10101
10000 11111 11111 11111 10111
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         373 374 375 376

10001 10000 10101
10111 10111 10101

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10101 10101 10101
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

377 378 379 380

10001 10000 10001 10000 10101
10101 10101 10001 10000 11111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         381 382 383 384

10001 10000 10101
11111 11111 10111

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

385 386 387 388

10001 10000 10101 10001 10000
10111 10111 10101 10101 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         389 390 391 392

10001 10000 10001
10001 10000 11111

, 10101 , 10101 , 10001 ,
10101 10101 10101
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

393 394 395 396

10001 10001 10001 10000 10000
10111 10101 10001 11111 10111
10001 , 10001 , 10001 , 10000 , 10000
10101 10101 10101 10101 10101
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         397 398 399 400

10000 10000 10011
10101 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
10101 10101 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

401 402 403 404

10001 10010 10000 10011 10001
11111 11111 11111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         405 406 407 408

10010 10000 10011
10111 10111 10011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

409 410 411 412

10001 10010 10000 10001 10010
10011 10011 10011 10001 10010
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         413 414 415 416

10000 10011 10001
10000 11111 11111

, 11111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

417 418 419 420

10010 10000 10011 10001 10010
11111 11111 10111 10111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         421 422 423 424

10000 10011 10001
10111 10011 10011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

425 426 427 428

10010 10000 10001 10010 10000
10011 10011 10001 10010 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         429 430 431 432

10011 10001 10010
11111 11111 11111

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

433 434 435 436

10000 10011 10001 10010 10000
11111 10111 10111 10111 10111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         437 438 439 440

10011 10001 10010
10011 10011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 



192 

 

441 442 443 444

10000 10001 10010 10000 10001
10011 10001 10010 10000 11111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10001
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         445 446 447 448

10001 10001 10001
10111 10011 10001

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

449 450 451 452

10010 10010 10010 10010 10000
11111 10111 10011 10010 11111
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10000
10011 10011 10011 10011 10011
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         453 454 455 456

10000 10000 10000
10111 10011 10000

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10011 10011 10011
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

457 458 459 460

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 10001
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         461 462 463 464

10000 10000 10001
10001 10000 11111

, 11111 , 11111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

465 466 467 468

10000 10001 10000 10001 10000
11111 10111 10111 10001 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         469 470 471 472

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10111 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

473 474 475 476

10001 10000 10001 10000 10000
10111 10111 10001 10001 10000
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         477 478 479 480

10000 10000 10000
11111 10111 10001

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10001 10001 10001
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

481 482 483 484

10000 10010 10000 10010 10000
10000 11111 11111 10111 10111
10000 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10010 10010 10010 10010
10111 10111 10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         485 486 487 488

10010 10000 10000
10010 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
10111 10111 10111

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

489 490 491 492

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 10111 10111 10010
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10111 10111 10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
        
        
       
       
       
         493 494 495 496

10000 10000 10010
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 10010 ,
10010 10010 10010
10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      

 

497 498 499 500

10000 10010 10000 10010 10000
11111 10111 10111 10010 10010
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10111 10111 10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
        
        
       
       
       
         501 502 503 504

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10010 , 10000 , 10000 ,
10010 10010 10010
10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      

 

505 506 507 508

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 10000
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10000 10000 10000
10111 10111 10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
        
        
       
       
       
         509 510 511 512

10000 10000 10000
11111 10111 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10000 10000 10000
10111 10111 10111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      

 



193 

 

513 514 515 516

10011 10001 10010 10000 10011
11011 11011 11011 11011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 11111 11111 11111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         517 518 519 520

10001 10010 10000
10001 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

521 522 523 524

11011 10011 10001 10010 10000
11111 11111 11111 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         525 526 527 528

11011 10011 10001
11011 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11111 11111 11111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

529 530 531 532

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10001 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         533 534 535 536

10000 10011 10011
10000 11111 11011

, 11011 , 10011 , 10011 ,
11111 11111 11111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

537 538 539 540

10011 10001 10001 10001 10010
10011 11111 11011 10001 11111
10011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10010
11111 11111 11111 11111 11111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         541 542 543 544

10010 10010 10000
11011 10010 11111

, 10010 , 10010 , 10000 ,
11111 11111 11111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

545 546 547 548

10000 10000 10011 10001 10010
11011 10000 11111 11111 11111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         549 550 551 552

10000 10011 10001
11111 10111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

553 554 555 556

10010 10000 10011 10001 10010
10111 10111 11011 11011 11011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         557 558 559 560

10000 10011 10001
11011 10011 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

561 562 563 564

10010 10000 10011 10001 10010
10010 10000 11111 11111 11111
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         565 566 567 568

10000 10011 10001
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

569 570 571 572

10010 10000 10011 10001 10010
10111 10111 11011 11011 11011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         573 574 575 576

10000 10011 10001
11011 10011 10001

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

577 578 579 580

10010 10000 10011 10001 10010
10010 10000 11111 11111 11111
10111 , 10111 , 11011 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         581 582 583 584

10000 10011 10001
11111 10111 10111

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 



194 

 

585 586 587 588

10010 10000 10011 10001 10010
10111 10111 11011 11011 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         589 590 591 592

10000 10011 10001
11011 10011 10001

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

593 594 595 596

10010 10000 10011 10011 10011
10010 10000 11111 10111 11011
11011 , 11011 , 10011 , 10011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         597 598 599 600

10011 10001 10001
10011 11111 10111

, 10011 , 10001 , 10001 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

601 602 603 604

10001 10001 10010 10010 10010
11011 10001 11111 10111 11011
10001 , 10001 , 10010 , 10010 , 10010
10111 10111 10111 10111 10111
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         605 606 607 608

10010 10000 10000
10010 11111 10111

, 10010 , 10000 , 10000 ,
10111 10111 10111
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

609 610 611 612

10000 10000 11011 10011 10001
11011 10000 11111 11111 11111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 11011 11011 11011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         613 614 615 616

10010 10000 11011
11111 11111 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗∗
     

      
      
      
      
      

 

617 618 619 620

10011 10001 10010 10000 10011
11011 11011 11011 11011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
        
        
        
        
         621 622 623 624

10001 10010 10000
10001 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      
      
      
      
      

 

625 626 627 628

11011 10011 10001 10010 10000
11111 11111 11111 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         629 630 631 632

11011 10011 10001
11011 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
11011 11011 11011

∗ ∗∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

633 634 635 636

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10001 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗∗ ∗ ∗
        
        
        
        
        
         637 638 639 640

10000 10011 10011
10000 11111 11011

, 11011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
11011 11011 11011

∗ ∗∗ ∗ ∗
      
      
      
      
      
      

 

641 642 643 644

10011 10001 10001 10001 10010
10011 11111 11011 10001 11111
10011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10010
11011 11011 11011 11011 11011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         645 646 647 648

10010 10010 10000
11011 10010 11111

, 10010 , 10010 , 10000 ,
11011 11011 11011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

649 650 651 652

10000 10000 10001 10000 10001
11011 10000 11111 11111 11011
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 10101 10101 10101
11011 11011 11011 11011 11011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
        
        
        
       
         653 654 655 656

10000 10001 10000
11011 10101 10101

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10101 10101 10101
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      
      
      

       
      

 



195 

 

657 658 659 660

10001 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 11011
11111 , 11111 , 11011 , 11011 , 11011
10101 10101 10101 10101 10101
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         661 662 663 664

10000 10001 10000
11011 10101 10101

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10101 10101 10101
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

665 666 667 668

10001 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 11011
11011 , 11011 , 10101 , 10101 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         669 670 671 672

10000 10001 10000
11011 10101 10101

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

673 674 675 676

10001 10000 10001 10001 10001
10001 10000 11111 11011 10101
10101 , 10101 , 10001 , 10001 , 10001
10101 10101 10101 10101 10101
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         677 678 679 680

10001 10000 10000
10001 11111 11011

, 10001 , 10000 , 10000 ,
10101 10101 10101
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

681 682 683 684

10000 10000 10011 10001 10010
10101 10000 11111 11111 11111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         685 686 687 688

10000 10011 10001
11111 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

689 690 691 692

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         693 694 695 696

10000 10001 10010
10011 10001 10010

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

697 698 699 700

10000 10011 10001 10010 10000
10000 11111 11111 11111 11111
11111 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         701 702 703 704

10011 10001 10010
11011 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

705 706 707 708

10000 10011 10001 10010 10000
11011 10011 10011 10011 10011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         709 710 711 712

10001 10010 10000
10001 10010 10000

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

713 714 715 716

10011 10001 10010 10000 10011
11111 11111 11111 11111 11011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         717 718 719 720

10001 10010 10000
11011 11011 11011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

721 722 723 724

10011 10001 10010 10000 10001
10011 10011 10011 10011 10001
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         725 726 727 728

10010 10000 10001
10010 10000 11111

, 10011 , 10011 , 10001 ,
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 



196 

 

729 730 731 732

10001 10001 10001 10010 10010
11011 10011 10001 11111 11011
10001 , 10001 , 10001 , 10010 , 10010
10011 10011 10011 10011 10011
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         733 734 735 736

10010 10010 10000
10011 10010 11111

, 10010 , 10010 , 10000
10011 10011 10011
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

737 738 739 740

10000 10000 10000 10001 10000
11011 10011 10000 11111 11111
10000 , 10000 , 10000 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10001 10001
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         741 742 743 744

10001 10000 10001
11011 11011 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10001 10001 10001
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

745 746 747 748

10000 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 11011
11111 , 11111 , 11011 , 11011 , 11011
10001 10001 10001 10001 10001
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         749 750 751 752

10000 10001 10000
11011 10001 10001

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

753 754 755 756

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 11011 11011
11011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         757 758 759 760

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

761 762 763 764

10000 10000 10000 10000 10010
11111 11011 10001 10000 11111
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10001 10001 10001 10001 10010
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         765 766 767 768

769

10000 10010 10000
11111 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
11011 11011 11011

10010 10000
10010 10010
11111 , 11111
10010 1001
11011

∗ ∗ ∗∗ ∗∗

∗∗

     
      
      
      
      
      

 
 
 
 
 
  770 771 772 773 774

10000 10010 10000 10010 10000
10000 11111 11111 11011 1

, 11111 , 11011 , 11011 , 11011 ,
0 10010 10010 10010 10010

11011 11011 11011 11011 11011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗
         
         
         
         
         
          775 776

10010
1011 10010

11011 , 11011
10010 10010
11011 11011

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   
   

 

777 778 779 780

10000 10000 10010 10000 10010
10010 10000 11111 11111 11011
11011 , 11011 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
11011 11011 11011 11011 11011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
        
        
        
       
         781 782 783 784

10000 10010 10000
11011 10010 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10010 10010 10010
11011 11011 11011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      
      
      

       
      

 

785 786 787 788

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 11011 10010 10000
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
11011 11011 11011 11011 11011

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
        
        
       
       
         789 790 791 792

10000 10000 10000
11111 11011 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10000 10000 10000
11011 11011 11011

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      
      
      

       
       

      

 

793 794 795 796

10000 10000 10000 10000 10000
11111 11011 10000 11111 11011
11011 , 11011 , 11011 , 10000 , 10000
10000 10000 10000 10000 10000
11011 11011 11011 11011 11011

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
        
        
        
       
         797 798 799 800

10000 10101 10001
10000 11111 11111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10000 11111 11111
11011 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      
      
      
      

       
      

 



197 

 

801 802 803 804

10000 10101 10001 10000 10001
11111 10101 10101 10101 10001
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 11111 11111 11111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         805 806 807 808

10000 10101 10001
10000 11111 11111

, 11111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

809 810 811 812

10000 10101 10001 10000 10101
11111 10111 10111 10111 10101
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         813 814 815 816

10001 10000 10001
10101 10101 10001

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

817 818 819 820

10000 10101 10001 10000 10101
10000 11111 11111 11111 10101
10111 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
11111 11111 11111 11111 11111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
        
        
        
        
         821 822 823 824

10001 10000 10001
10101 10101 10001

, 10101 , 10101 , 10101 ,
11111 11111 11111
10101 10101 10101

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
      
      
      
      
      
      

 

825 826 827 828

10000 10001 10001 10001 10000
10000 11111 10101 10001 11111
10101 , 10001 , 10001 , 10001 , 10000
11111 11111 11111 11111 11111
10101 10101 10101 10101 10101

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
        
        
        
        
         829 830 831 832

10000 10000 10101
10101 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
11111 11111 10111
10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
      
      
      
      
      
      

 

833 834 835 836

10001 10000 10101 10001 10000
11111 11111 10111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         837 838 839 840

10101 10001 10000
10101 10101 10101

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

841 842 843 844

10001 10000 10101 10001 10000
10001 10000 11111 11111 11111
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         845 846 847 848

10101 10001 10000
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

849 850 851 852

10101 10001 10000 10001 10000
10101 10101 10101 10001 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         853 854 855 856

10101 10001 10000
11111 11111 11111

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10111 10111 10111
10101 10101 10101

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
     

      
      
      
      
      

 

857 858 859 860

10101 10001 10000 10101 10001
10111 10111 10111 10101 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10111 10111 10111 10111 10111
10101 10101 10101 10101 10101

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
        
        
       
       
         861 862 863 864

10000 10001 10000
10101 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10111 10111 10111
10101 10101 10101

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
      
      
      

       
       

      

 

865 866 867 868

10001 10001 10001 10001 10000
11111 10111 10101 10001 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10000
10111 10111 10111 10111 10111
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         869 870 871 872

10000 10000 10000
10111 10101 10000

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10111 10111 10111
10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
     

      
      
      
      
      

 



198 

 

873 874 875 876

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 11011 11011 10101
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         877 878 879 880

10000 10001 10000
10101 10001 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

881 882 883 884

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 11011 11011 10101
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         885 886 887 888

10000 10001 10000
10101 10001 10000

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

 

889 890 891 892

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 11011 11011 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
11011 11011 11011 11011 11011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         893 894 895 896

10000 10001 10000
10101 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
11011 11011 11011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

897 898 899 900

10001 10001 10001 10001 10000
11111 11011 10101 10001 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10000
11011 11011 11011 11011 11011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         901 902 903 904

10000 10000 10000
11011 10101 10000

, 10000 , 10000 , 10000 ,
11011 11011 11011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

905 906 907 908

10101 10001 10000 10101 10001
11111 11111 11111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10101 10101 10101
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         909 910 911 912

10000 10101 10001
10111 10101 10101

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10101 10101 10101
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

913 914 915 916

10000 10001 10000 10101 10001
10101 10001 10000 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         917 918 919 920

10000 10101 10001
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10101 10101 10101
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

921 922 923 924

10000 10101 10001 10000 10001
10111 10101 10101 10101 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         925 926 927 928

10000 10101 10001
10000 11111 11111

, 10111 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
     

      
      
      
      
      

 

929 930 931 932

10101 10000 10000 10001 10001
10101 10000 10101 10111 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10001 , 10001
10101 10101 10101 10101 10101
10101 10101 10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
        
        
       
       
         933 934 935 936

10001 10000 10000
10001 11111 10111

, 10001 , 10000 , 10000 ,
10101 10101 10101
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗∗ ∗
      
      
      

       
       

      

 

937 938 939 940

10000 10000 10001 10000 10001
10101 10000 11111 11111 10111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
        
        
        
       
         941 942 943 944

10000 10001 10000
10111 10101 10101

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      
      
      
      

       
      

 



199 

 

945 946 947 948

10001 10000 10001 10000 10001
10011 10011 10001 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         949 950 951 952

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

953 954 955 956

10001 10000 10001 10000 10001
10101 10101 10011 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         957 958 959 960

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10111 , 10101 , 10101 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

961 962 963 964

10001 10000 10001 10000 10001
10111 10111 10101 10101 10011
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10011 10011 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         965 966 967 968

10000 10001 10000
10011 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

969 970 971 972

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 10101
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         973 974 975 976

10000 10001 10000
10101 10011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

977 978 979 980

10001 10000 10001 10001 10001
10001 10000 11111 10111 10101
10011 , 10011 , 10001 , 10001 , 10001
10011 10011 10011 10011 10011
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         981 982 983 984

10001 10001 10000
10011 10001 11111

, 10001 , 10001 , 10000 ,
10011 10011 10011
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

985 986 987 988

10000 10000 10000 10000 10001
10111 10101 10011 10000 11111
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10011 10011 10011 10011 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         989 990 991 992

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10001 10001 10001
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

993 994 995 996

10001 10000 10001 10000 10000
10101 10101 10001 10001 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
         
        
        
        
        
         997 998 999 1000

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
     

      
      
      
      
      

 

1001 1002 1003 1004

10000 10001 10000 10001 10000
10111 10101 10101 10001 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1005 1006 1007 1008

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10111 , 10101 , 10101 ,
10001 10001 10001
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 



200 

 

1009 1010 1011 1012

10001 10000 10001 10000 10001
10111 10111 10101 10101 10001
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10001 10001 10001 10001 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1013 1014 1015 1016

10000 10000 10001
10001 10000 11111

, 10101 , 10101 , 10001 ,
10001 10001 10001
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1017 1018 1019 1020

10000 10001 10000 10001 10000
11111 10111 10111 10101 10101
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1021 1022 1023 1024

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1025 1026 1027 1028

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 10101 10001 10000
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10001 10001 10001 10001 10001
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1029 1030 1031 1032

10000 10000 10000
11111 10111 10101

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1033 1034 1035 1036

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 10101
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1037 1038 1039 1040

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 10101 ,
10010 10010 10010
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1041 1042 1043 1044

10000 10000 10000 10000 10000
10111 10101 10010 10000 11111
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1045 1046 1047 1048

10000 10000 10000
10111 10101 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10010 10010 10010
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1049 1050 1051 1052

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 10101 10010
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1053 1054 1055 1056

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10010 10000 10000
10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1057 1058 1059 1060

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10000 11111 10111 10101
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10000 10000 10000 10000 10000
10101 10101 10101 10101 10101

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1061 1062 1063 1064

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10111 , 10101 , 10101 ,
10000 10000 10000
10101 10101 10101

∗ ∗ ∗∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 



201 

 

1065 1066 1067 1068

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10000 11111 10111 10101
10101 , 10101 , 10000 , 10000 , 10000
10000 10000 10000 10000 10000
10101 10101 10101 10101 10101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        1069 1070 1071 1072

10000 10011 10001
10000 11111 11111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10000 11111 11111
10101 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1073 1074 1075 1076

10010 10000 10011 10001 10010
11111 11111 10011 10011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1077 1078 1079 1080

10000 10001 10010
10011 10001 10010

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1081 1082 1083 1084

10000 10011 10001 10010 10000
10000 11111 11111 11111 11111
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1085 1086 1087 1088

10011 10001 10010
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1089 1090 1091 1092

10000 10011 10001 10010 10000
10111 10011 10011 10011 10011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1093 1094 1095 1096

10001 10010 10000
10001 10010 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1097 1098 1099 1100

10011 10001 10010 10000 10011
11111 11111 11111 11111 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1101 1102 1103 1104

10001 10010 10000
11011 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1105 1106 1107 1108

10011 10001 10010 10000 10001
10011 10011 10011 10011 10001
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1109 1110 1111 1112

10010 10000 10011
10010 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10011 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1113 1114 1115 1116

10001 10010 10000 10011 10001
11111 11111 11111 10011 10011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11111 11111 11111 11111 11111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1117 1118 1119 1120

10010 10000 10001
10011 10011 10001

, 10011 , 10011 , 10011 ,
11111 11111 11111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
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1121 1122 1123 1124

10000 10000 10000 10011 10001
11111 10011 10000 11111 11111
10000 , 10000 , 10000 , 11111 , 11111
11111 11111 11111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1125 1126 1127 1128

10010 10000 10011
11111 11111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1129 1130 1131 1132

10001 10010 10000 10011 10001
10111 10111 10111 10011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1133 1134 1135 1136

10010 10000 10001
10011 10011 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1137 1138 1139 1140

10010 10000 10011 10001 10010
10010 10000 11111 11111 11111
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1141 1142 1143 1144

10000 10011 10001
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1145 1146 1147 1148

10010 10000 10011 10001 10010
10111 10111 10011 10011 10011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1149 1150 1151 1152

10000 10001 10010
10011 10001 10010

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1153 1154 1155 1156

10000 10011 10001 10010 10000
10000 11111 11111 11111 11111
10111 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1157 1158 1159 1160

10011 10001 10010
10111 10111 10111

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1161 1162 1163 1164

10000 10011 10001 10010 10000
10111 11011 11011 11011 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1165 1166 1167 1168

10011 10001 10010
10011 10011 10011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1169 1170 1171 1172

10000 10001 10010 10000 10011
10011 10001 10010 10000 11111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1173 1174 1175 1176

10001 10010 10000
11111 11111 11111

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
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1177 1178 1179 1180

10011 10001 10010 10000 10011
10111 10111 10111 10111 10011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1181 1182 1183 1184

10001 10010 10000
10011 10011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1185 1186 1187 1188

10000 10001 10001 10001 10001
10000 11111 10111 10011 10001
10011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1189 1190 1191 1192

10010 10010 10010
11111 10111 10011

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10111 10111 10111
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1193 1194 1195 1196

10010 10000 10000 10000 10000
10010 11111 10111 10011 10000
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10111 10111 10111 10111 10111
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1197 1198 1199 1200

10011 10001 10010
11111 11111 11111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1201 1202 1203 1204

10000 10011 10001 10010 10000
11111 11011 11011 11011 11011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1205 1206 1207 1208

10011 10001 10010
10011 10011 10011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1209 1210 1211 1212

10000 10001 10010 10000 10011
10011 10001 10010 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1213 1214 1215 1216

10001 10010 10000
11111 11111 11111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1217 1218 1219 1220

10011 10001 10010 10000 10011
10111 10111 10111 10111 11011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1221 1222 1223 1224

10001 10010 10000
11011 11011 11011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1225 1226 1227 1228

10011 10001 10010 10000 10001
10011 10011 10011 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1229 1230 1231 1232

10010 10000 10011
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 11011 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
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1233 1234 1235 1236

10001 10010 10000 10011 10001
11111 11111 11111 11011 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1237 1238 1239 1240

10010 10000 10011
11011 11011 10011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1241 1242 1243 1244

10001 10010 10000 10001 10010
10011 10011 10011 10001 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1245 1246 1247 1248

10000 10011 10001
10000 11111 11111

, 11011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1249 1250 1251 1252

10010 10000 10011 10001 10010
11111 11111 11011 11011 11011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1253 1254 1255 1256

10000 10011 10001
11011 10011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1257 1258 1259 1260

10010 10000 10001 10010 10000
10011 10011 10001 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1261 1262 1263 1264

10001 10001 10001
11111 11011 10011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1265 1266 1267 1268

10001 10010 10010 10010 10010
10001 11111 11011 10011 10010
10001 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
11011 11011 11011 11011 11011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1269 1270 1271 1272

10000 10000 10000
11111 11011 10011

, 10000 , 10000 , 10000
11011 11011 11011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1273 1274 1275 1276

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
10000 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1277 1278 1279 1280

10001 10000 10001
10101 10101 10011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1281 1282 1283 1284

10000 10001 10000 10001 10000
10011 10001 10000 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1285 1286 1287 1288

10001 10000 10001
10111 10111 10101

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
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1289 1290 1291 1292

10000 10001 10000 10001 10000
10101 10011 10011 10001 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1293 1294 1295 1296

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1297 1298 1299 1300

10000 10001 10000 10001 10000
10111 11011 11011 10101 10101
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1301 1302 1303 1304

10001 10000 10001
10011 10011 10001

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      

 

1305 1306 1307 1308

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
11011 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1309 1310 1311 1312

10001 10000 10001
10101 10101 10011

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1313 1314 1315 1316

10000 10001 10000 10001 10000
10011 10001 10000 11111 11111
10101 , 10101 , 10101 , 10011 , 10011
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1317 1318 1319 1320

10001 10000 10001
10111 10111 10101

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1321 1322 1323 1324

10001 10000 10001 10000 10001
10011 10011 10001 10000 11111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10001
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1325 1326 1327 1328

10001 10001 10001
10111 10101 10011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10101 10101 10101
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1329 1330 1331 1332

10001 10000 10000 10000 10000
10001 11111 10111 10101 10011
10001 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10101 10101 10101 10101 10101
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1333 1334 1335 1336

10000 10011 10001
10000 11111 11111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10101 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1337 1338 1339 1340

10010 10000 10011 10001 10010
11111 11111 10111 10111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1341 1342 1343 1344

10000 10011 10001
10111 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗
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1345 1346 1347 1348

10010 10000 10011 10001 10010
11011 11011 10011 10011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        1349 1350 1351 1352

10000 10001 10010
10011 10001 10010

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1353 134 1355 1356

10000 10011 10001 10010 10000
10000 11111 11111 11111 11111
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1357 1358 1359 1360

10011 10001 10010
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

1361 1362 1363 1364

10000 10011 10001 10010 10000
10111 11011 11011 11011 11011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        1365 1366 1367 1368

10011 10001 10010
10011 10011 10011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1369 1370 1371 1372

10000 10001 10010 10000 10011
10011 10001 10010 10000 11111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1373 1374 1375 1376

10001 10010 10000
11111 11111 11111

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1377 1378 1379 1380

10011 10001 10010 10000 10011
10111 10111 10111 10111 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1381 1382 1383 1384

10001 10010 10000
11011 11011 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1385 1386 1387 1388

10011 10001 10010 10000 10001
10011 10011 10011 10011 10001
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1389 1390 1391 1392

10010 10000 10011
10010 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1393 1394 1395 1396

10001 10010 10000 10011 10001
11111 11111 11111 10111 10111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
         1397 1398 1399 1400

10010 10000 10011
10111 10111 11011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗∗
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1401 1402 1403 1404

10001 10010 10000 10011 10001
11011 11011 11011 10011 10011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1405 1406 1407 1408

10010 10000 10001
10011 10011 10001

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1409 1410 1411 1412

10010 10000 10001 10001 10001
10010 10000 11111 10111 11011
10011 , 10011 , 10001 , 10001 , 10001
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1413 1414 1415 1416

10001 10001 10010
10011 10001 11111

, 10001 , 10001 , 10010 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

1417 1418 1419 1420

10010 10010 10010 10010 10000
10111 11011 10011 10010 11111
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10000
10011 10011 10011 10011 10011
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1421 1422 1423 1424

10000 10000 10000
10111 11011 10011

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10011 10011 10011
10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1425 1426 1427 1428

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
10000 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1429 1430 1431 1432

10001 10000 10001
11011 11011 10011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

1433 1434 1435 1436

10000 10001 10000 10000 10001
10011 10001 10001 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1437 1438 1439 1440

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1441 1442 1443 1444

10001 10000 10001 10000 10001
11011 11011 10011 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1445 1446 1447 1448

10000 10000 10001
10001 10000 11111

, 10111 , 10111 , 11011 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1449 1450 1451 1452

10000 10001 10000 10001 10000
11111 10111 10111 11011 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1453 1454 1455 1456

10001 10000 10001
10011 10011 10001

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
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1457 1458 1459 1460

10000 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 10111
11011 , 11011 , 10011 , 10011 , 10011
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1461 1462 1463 1464

10000 10001 10000
10111 11011 11011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1465 1466 1467 1468

10000 10001 10000 10001 10000
10111 11011 11011 10011 10011
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1469 1470 1471 1472

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1473 1474 1475 1476

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10011 10001
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10001 10001 10001 10001 10001
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1477 1478 1479 1480

10000 10010 10000
10000 11111 11111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10001 10010 10010
10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1481 1482 1483 1484

10010 10000 10010 10000 10010
10111 10111 11011 11011 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1485 1486 1487 1488

10000 10010 10000
10011 10010 10010

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1489 1490 1491 1492

10000 10010 10000 10000 10010
10011 10010 10010 10000 11111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1493 1494 1495 1496

10000 10010 10000
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10010 10010 10010

1 10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1497 1498 1499 1500

10010 10000 10010 10010 10010
11011 11011 10011 11011 10010
11011 , 11011 , 11011 , 10111 , 11011
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1501 1502 1503 1504

10000 10010 10010
11011 10011 11111

, 10111 , 10111 , 10011 ,
10010 10010 10010
10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1505 1506 1507 1508

10000 10010 10000 10010 10000
11111 10111 10111 11011 11011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1509 1510 1511 1512

10010 10000 10010
10011 10011 10010

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10010 10010 10010
10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
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1513 1514 1515 1516

10000 10000 10010 10000 10010
10010 10000 11111 11111 10111
10011 , 10011 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1517 1518 1519 1520

10000 10010 10000
10111 11011 11011

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10010 10010 10010

1 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

 

1521 1522 1523 1524

10010 10000 10010 10000 10000
10011 10011 10010 10010 10000
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10011 10011 10011 10011 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1525 1526 1527 1528

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10010 10010 10010

1 10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1529 1530 1531 1532

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10010 10000 11111 10111
10000 , 10000 , 10000 , 11111 , 11111
10010 10010 10010 10000 10000
10011 10011 10011 10011 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1533 1534 1535 1536

10000 10000 10000
11011 10011 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10000 10000 10000

1 10011 10011 10011

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1537 1538 1539 1540

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10011 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10000 10000 10000 10000 10000
10011 10011 10011 10011 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1541 1542 1543 1544

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10000 10000 10000

1 10011 10011 10011

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1545 1546 1547 1548

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10000 11111 10111 11011
11011 , 11011 , 10011 , 10011 , 10011
10000 10000 10000 10000 10000
10011 10011 10011 10011 10011

∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
         1549 1550 1551 1552

10000 10000 10000
10011 10000 11111

, 10011 , 10011 , 10000 ,
10000 10000 10000
10011 10011 10011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

 

1553 1554 1555 1556

10000 10000 10000 10000 10001
10111 11011 10011 10000 11111
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10000 10000 10000 10000 11111
10011 10011 10011 10011 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1557 1558 1559 1560

10000 10001 10000
11111 10001 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 



210 

 

1561 1562 1563 1564

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1565 1566 1567 1568

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11111 11111 11111
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      

1569 1570 1571 1572

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 11011 11011 10001
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1573 1574 1575 1576

10000 10000 10001
10001 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10101 ,
11111 11111 11111
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

 

1577 1578 1579 1580

10000 10001 10000 10001 10000
11111 10101 10101 10001 10001
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
11111 11111 11111 11111 11111
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1581 1582 1583 1584

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10101 , 10011 , 10011 ,
11111 11111 11111

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

 

1585 1586 1587 1588

10001 10000 10001 10000 10000
10011 10011 10001 10001 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11111 11111 11111 11111 11111
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1589 1590 1591 1592

10001 10000 10001
11111 11111 10001

, 10001 , 10001 , 10001
11111 11111 11111
10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

 

1593 1594 1595 1596

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 10001 10000
10001 , 10001 , 10000 , 10000 , 10000
11111 11111 11111 11111 11111
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1597 1598 1599 1600

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1601 1602 1603 1604

10000 10001 10000 10000 10001
10111 10001 10001 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1605 1606 1607 1608

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1609 1610 1611 1612

10001 10000 10000 10001 10000
10001 10001 10000 11111 11111
10111 , 10111 , 10111 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        1613 1614 1615 1616

10001 10000 10001
10111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 



211 

 

1617 1618 1619 1620

10000 10001 10000 10000 10001
11011 10001 10001 10000 11111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 10101
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1621 1622 1623 1624

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 10101 , 10101 , 10101
10111 10111 10111
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1625 1626 1627 1628

10001 10000 10001 10000 10000
10101 10101 10001 10001 10000
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1629 1630 1631 1632

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1633 1634 1635 1636

10000 10001 10000 10001 10000
10111 10011 10011 10001 10001
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1637 1638 1639 1640

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10011 , 10001 , 10001 ,
10111 10111 10111
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1641 1642 1643 1644

10001 10000 10001 10000 10000
10111 10111 10001 10001 10000
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10111 10111 10111 10111 10111
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1645 1646 1647 1648

10000 10000 10000
11111 10111 10001

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10111 10111 10111

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1649 1650 1651 1652

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 11011 11011
10000 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1653 1654 1655 1656

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1657 1658 1659 1660

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 11011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1661 1662 1663 1664

10000 10001 10000
11011 10001 10001

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1665 1666 1667 1668

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 11011 11011
10111 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
         1669 1670 1671 1672

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 11011 , 11011 , 11011 ,
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 



212 

 

1673 1674 1675 1676

10000 10001 10000 10001 10000
11111 11011 11011 10101 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        1677 1678 1679 1680

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1681 1682 1683 1684

10001 10001 10000 10001 10000
11111 11111 11111 11011 11011
10101 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1685 1686 1687 1688

10001 10000 10001
10011 10011 10001

, 10011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1689 1690 1691 1692

10000 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 11011
10011 , 10011 , 10001 , 10001 , 10001
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1693 1694 1695 1696

10000 10001 10000
11011 10001 10001

, 10001 , 10001 , 10001 ,
11011 11011 11011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

1697 1698 1699 1700

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 11011 10001 10000
10001 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
11011 11011 11011 11011 11011
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1701 1702 1703 1704

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1705 1706 1707 1708

10000 10001 10000 10001 10000
10111 10101 10101 10001 10001
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1709 1710 1711 1712

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 11111 , 10111 , 10111 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1713 1714 1715 1716

10001 10000 10001 10000 10001
10111 10111 10101 10101 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1717 1718 1719 1720

10000 10000 10001
10001 10000 11111

, 10111 , 10111 , 11011
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1721 1722 1723 1724

10000 10001 10000 10001 10000
11111 11011 11011 10101 10101
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1725 1726 1727 1728

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 



213 

 

1729 1730 1731 1732

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 10101
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        1733 1734 1735 1736

10000 10001 10000
10101 10001 10001

, 10101 , 10101 , 10101
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1737 1738 1739 1740

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
10101 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1741 1742 1743 1744

10001 10000 10001
10101 10101 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

1745 1746 1747 1748

10000 10001 10000 10000 10001
10011 10001 10001 10000 11111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10001
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1749 1750 1751 1752

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1753 1754 1755 1756

10001 10000 10001 10000 10000
10101 10101 10001 10001 10000
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10101 10101 10101 10101 10101
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1757 1758 1759 1760

10000 10000 10000
11111 10111 10101

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10101 10101 10101
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1761 1762 1763 1764

10000 10000 10001 10000 10001
10001 10000 11111 11111 10111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1765 1766 1767 1768

10000 10001 10000
10111 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1769 1770 1771 1772

10001 10000 10001 10000 10000
10011 10011 10001 10001 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1773 1774 1775 1776

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1777 1778 1779 1780

10000 10001 10000 10001 10000
10111 11011 11011 10011 10011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1781 1782 1783 1784

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 



214 

 

1785 1786 1787 1788

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1789 1790 1791 1792

10000 10001 10000
11011 10011 10011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1793 1794 1795 1796

10001 10000 10000 10001 10000
10001 10001 10000 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 , 10101 , 10101
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
         1797 1798 1799 1800

10001 10000 10001
10111 10111 11011

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10011 10011 10011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

1801 1802 1803 1804

10000 10001 10000 10001 10000
11011 10101 10101 10011 10011
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1805 1806 1807 1808

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10011 10011 10011

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1809 1810 1811 1812

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 11011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        1813 1814 1815 1816

10000 10001 10000
11011 10011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1817 1818 1819 1820

10001 10000 10000 10001 10000
10001 10001 10000 11111 11111
10011 , 10011 , 10011 , 10001 , 10001
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1821 1822 1823 1824

10001 10000 10001
10111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10011 10011 10011

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1825 1826 1827 1828

10000 10001 10000 10001 10000
11011 10011 10011 10001 10001
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10011 10011 10011 10011 10011
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1829 1830 1831 1832

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10001 , 10000 , 10000 ,
10011 10011 10011

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1833 1834 1835 1836

10000 10000 10000 10000 10001
11011 10011 10001 10000 11111
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10011 10011 10011 10011 10001
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1837 1838 1839 1840

10000 10001 10000
11111 10111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10001 10001 10001

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 



215 

 

1841 1842 1843 1844

10001 10000 10001 10000 10001
11011 11011 10101 10101 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        1845 1846 1847 1848

10000 10001 10000
10011 10001 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1849 1850 1851 1852

10000 10001 10000 10001 10000
10000 11111 11111 10111 10111
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1853 1854 1855 1856

10001 10000 10001
11011 11011 10101

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1857 1858 1859 1860

10000 10001 10000 10001 10000
10101 10011 10011 10001 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
         1861 1862 1863 1864

10000 10001 10000
10000 11111 11111

, 10111 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

1865 1866 1867 1868

10001 10000 10001 10000 10001
10111 10111 11011 11011 10101
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        1869 1870 1871 1872

10000 10001 10000
10101 10011 10011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

1873 1874 1875 1876

10001 10000 10000 10001 10000
10001 10001 10000 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 , 10101 , 10101
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
         1877 1878 1879 1880

10001 10000 10001
10111 10111 11011

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

1881 1882 1883 1884

10000 10001 10000 10001 10000
11011 10101 10101 10011 10011
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        1885 1886 1887 1888

10001 10000 10000
10001 10001 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1889 1890 1891 1892

10001 10000 10001 10000 10001
11111 11111 10111 10111 11011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1893 1894 1895 1896

10000 10001 10000
11011 10101 10101

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 



216 

 

1897 1898 1899 1900

10001 10000 10001 10000 10000
10011 10011 10001 10001 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         1901 1902 1903 1904

10001 10000 10001
11111 11111 10111

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

1905 1906 1907 1908

10000 10001 10000 10001 10000
10111 11011 11011 10101 10101
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        1909 1910 1911 1912

10001 10000 10001
10011 10011 10001

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

1913 1914 1915 1916

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 10111 11011
10001 , 10001 , 10000 , 10000 , 10000
10001 10001 10001 10001 10001
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        1917 1918 1919 1920

10000 10000 10000
10101 10011 10001

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10001 10001 10001
10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1921 1922 1923 1924

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10011
10000 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1925 1926 1927 1928

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1929 1930 1931 1932

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1933 1934 1935 1936

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 11011 ,
10010 10010 10010

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

1937 1938 1939 1940

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10001 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         1941 1942 1943 1944

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 11011 , 10101 , 10101 ,
10010 10010 10010
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

1945 1946 1947 1948

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10101 10011 10001 10010
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1949 1950 1951 1952

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10101 , 10011 , 10011 ,
10010 10010 10010

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
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1953 1954 1955 1956

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10011 10001 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1957 1958 1959 1960

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10010 10010 10010

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1961 1962 1963 1964

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10010 10000 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1965 1966 1967 1968

10000 10000 10000
10111 11011 10011

, 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010

1 10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1969 1970 1971 1972

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10010 10000 11111 10111
10010 , 10010 , 10010 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1973 1974 1975 1976

10000 10000 10000
11011 10011 10001

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10010 10010 10010

1 10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1977 1978 1979 1980

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 11011
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10010 10010 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        1981 1982 1983 1984

10000 10000 10000
10101 10011 10001

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10000 10000 10000
10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1985 1986 1987 1988

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10101
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10000 10000 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        1989 1990 1991 1992

10000 10000 10000
10011 10001 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10000 10000 10000

1 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

1993 1994 1995 1996

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10000 10000 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
         1997 1998 1999 2000

10000 10000 10000
10001 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10101
10000 10000 10000
10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

2001 2002 2003 2004

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10101 10011 10001
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10000 10000 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2005 2006 2007 2008

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10101 , 10011 , 10011 ,
10000 10000 10000
10001 10001 10001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
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2009 2010 2011 2012

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10101 10011 10001 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10000 10000 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2013 2014 2015 2016

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10000 10000 10000
10001 10001 10001

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

2017 2018 2019 2020

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10011 10001 10000 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10000
10000 10000 10000 10000 10000
10001 10001 10001 10001 10001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2021 2022 2023 2024

10000 10000 10000
10111 11011 10101

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10000 10000 10000
10001 10001 10001

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2025 2026 2027 2028

10000 10000 10000 10010 10000
10011 10001 10000 11111 11111
10000 , 10000 , 10000 , 11111 , 11111
10000 10000 10000 11111 11111
10001 10001 10001 10010 10010

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2029 2030 2031 2032

10010 10000 10000
10010 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
11111 11111 11111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2033 2034 2035 2036

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 10111 10111 10010
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11111 11111 11111 11111 11111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2037 2038 2039 2040

10000 10000 10010
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 11011 ,
11111 11111 11111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2041 2042 2043 2044

10000 10010 10000 10010 10000
11111 11011 11011 10010 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11111 11111 11111 11111 11111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2045 2046 2047 2048

10000 10010 10000
10000 11111 11111

, 11011 , 10011 , 10011 ,
11111 11111 11111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2049 2050 2051 2052

10010 10000 10010 10000 10000
10011 10011 10010 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11111 11111 11111 11111 11111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2053 2054 2055 2056

10010 10000 10010
11111 11111 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
11111 11111 11111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2057 2058 2059 2060

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10010 10000
10010 , 10010 , 10000 , 10000 , 10000
11111 11111 11111 11111 11111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2061 2062 2063 2064

10010 10000 10010
11111 11111 10111

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
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2065 2066 2067 2068

10000 10010 10000 10000 10010
10111 10010 10010 10000 11111
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2069 2070 2071 2072

10000 10010 10000
11111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2073 2074 2075 2076

10010 10000 10000 10010 10000
10010 10010 10000 11111 11111
10111 , 10111 , 10111 , 11011 , 11011
10111 10111 10111 10111 10111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2077 2078 2079 2080

10010 10000 10010
10111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      

 

2081 2082 2083 2084

10000 10010 10000 10000 10010
11011 10010 10010 10000 11111
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2085 2086 2087 2088

10000 10010 10000
11111 10111 10111

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2089 2090 2091 2092

10010 10000 10010 10000 10000
10011 10011 10010 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10111 10111 10111 10111 10111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2093 2094 2095 2096

10010 10000 10010
11111 11111 10111

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2097 2098 2099 2100

10000 10010 10000 10000 10000
10111 10010 10010 10000 11111
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10000
10111 10111 10111 10111 10111
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2101 2102 2103 2104

10000 10000 10000
10111 10010 10000

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10111 10111 10111
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2105 2106 2107 2108

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 11011 11011 10010
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 11011 11011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2109 2110 2111 2112

10000 10000 10010
10010 10000 11111

, 11111 , 11111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2113 2114 2115 2116

10000 10010 10000 10010 10000
11111 10111 10111 11011 11011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
11011 11011 11011 11011 11011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2117 2118 2119 2120

10010 10000 10000
10010 10010 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
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2121 2122 2123 2124

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 11011 11011 10010
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2125 2126 2127 2128

10000 10000 10010
10010 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2129 2130 2131 2132

10000 10010 10000 10010 10000
11111 11011 11011 10011 10011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
11011 11011 11011 11011 11011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2133 2134 2135 2136

10010 10000 10000
10010 10010 10000

, 10011 , 10011 , 10011 ,
11011 11011 11011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2137 2138 2139 2140

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 11011 11011 10010
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
11011 11011 11011 11011 11011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2141 2142 2143 2144

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10010 , 10010 , 10000 ,
11011 11011 11011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2145 2146 2147 2148

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10010 10000 11111 10111
10000 , 10000 , 10000 , 11111 , 11111
11011 11011 11011 10101 10101
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2149 2150 2151 2152

10000 10000 10000
10101 10010 11111

, 11111 , 11111 , 10111 ,
10101 10101 10101
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2153 2154 2155 2156

10000 10000 10000 10000 10000
10000 10111 10101 10010 10000
11111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101 10101 10101
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2157 2158 2159 2160

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10101 10101 10101
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2161 2162 2163 2164

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10010 10000 11111 10111
11011 , 11011 , 11011 , 10101 , 10101
10101 10101 10101 10101 10101
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2165 2166 2167 2168

10000 10000 10000
10101 10010 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10101 10101 10101
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2169 2170 2171 2172

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 10101 10010 10000
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10101 10101 10101 10101 10101
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2173 2174 2175 2176

10000 10000 10000
11111 10111 10101

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10101 10101 10101
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 



221 

 

2177 2178 2179 2180

10000 10000 10010 10000 10010
10010 10000 11111 11111 10111
10000 , 10000 , 11111 , 11111 , 11111
10101 10101 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2181 2182 2183 2184

10000 10010 10000
10111 11011 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2185 2186 2187 2188

10010 10000 10010 10000 10000
10011 10011 10010 10010 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2189 2190 2191 2192

10010 10000 10010
11111 11111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2193 2194 2195 2196

10000 10010 10000 10010 10000
10111 11011 11011 10011 10011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2197 2198 2199 2200

10010 10000 10000
10010 10010 10000

, 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2201 2202 2203 2204

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 10111 10111 11011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2205 2206 2207 2208

10000 10010 10000
11011 10011 10011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2209 2210 2211 2212

10010 10000 10000 10010 10000
10010 10010 10000 11111 11111
11011 , 11011 , 11011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2213 2214 2215 2216

10010 10000 10010
10111 10111 11011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

 

2217 2218 2219 2220

10000 10010 10000 10010 10000
11011 10011 10011 10010 10010
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2221 2222 2223 2224

10000 10010 10000
10000 11111 11111

, 10011 , 10010 , 10010 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2225 2226 2227 2228

10010 10000 10010 10000 10010
10111 10111 11011 11011 10011
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2229 2230 2231 2232

10000 10010 10000
10011 10010 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10011 10011 10011
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
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2233 2234 2235 2236

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10011
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10011 10011 10011 10011 10011
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2237 2238 2239 2240

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
10011 10011 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2241 2242 2243 2244

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10001 10010
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2245 2246 2247 2248

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 11111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2249 2250 2251 2252

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10001 10010 10000 11111
10111 , 11011 , 11011 , 11011 , 10011
10001 10001 10001 10001 10001
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2253 2254 2255 2256

10000 10000 10000
10111 11011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10001 10001 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2257 2258 2259 2260

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10010 10000 11111 10111
10011 , 10011 , 10011 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2261 2262 2263 2264

10000 10000 10000
11011 10011 10001

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2265 2266 2267 2268

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 11011
10001 , 10001 , 10010 , 10010 , 10010
10001 10001 10001 10001 10001
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2269 2270 2271 2272

10000 10000 10000
10011 10001 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10001 10001 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2273 2274 2275 2276

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10011
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10001 10001 10001 10001 10001
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2277 2278 2279 2280

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10000 , 10000 10000 ,
10001 10001 10001
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2281 2282 2283 2284

10010 10000 10010 10000 10010
11111 11111 10111 10111 11011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        2285 2286 2287 2288

10000 10010 10000
11011 10011 10011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
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2289 2290 2291 2292

10010 10000 10000 10010 10000
10010 10010 10000 11111 11111
11111 , 11111 , 11111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 1001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2293 2294 2295 2296

10010 10000 10010
10111 10111 11011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10010 10010 10010

0 10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

2297 2298 2299 2300

10000 10010 10000 10010 10000
11011 10011 10011 10010 10010
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2301 2302 2303 2304

10000 10010 10000
10000 11111 11111

, 10111 , 11011 , 11011 ,
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2305 2306 2307 2308

10010 10000 10010 10000 10010
10111 10111 11011 11011 10011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2309 1310 2311 2312

10000 10010 10000
10011 10010 10010

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2313 2314 2315 2316

10000 10010 10000 10010 10000
10000 11111 11111 10111 10111
11011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2317 2318 2319 2320

10010 10000 10010
11011 11011 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2321 2322 2323 2324

10000 10010 10000 10000 10010
10011 10010 10010 10000 11111
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2325 2326 2327 2328

10000 10010 10000
11111 10111 10111

, 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2329 2330 2331 2332

10010 10000 10010 10000 10010
11011 11011 10011 10011 10010
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
        2333 2334 2335 2336

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10010 , 10010 , 10000 ,
10010 10010 10010
10010 10010 10010

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

2337 2338 2339 2340

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10010 10000
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2341 2342 2343 2344

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10000 10000 10000
10010 10010 10010

∗∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 



224 

 

2345 2346 2347 2348

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10010 10000 11111 10111
11111 , 11111 , 11111 , 10111 , 10111
10000 10000 10000 10000 10000
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2349 2350 2351 2352

10000 10000 10000
11011 10011 10010

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10000 10000 10000
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2353 2354 2355 2356

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10011
10111 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10000 10000 10000 10000 10000
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2357 2358 2359 2360

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 11011 , 11011 , 10011 ,
10000 10000 10000
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2361 2362 2363 2364

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10000 10000 10000 10000 10000
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2365 2366 2367 2368

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10000 10000 10000
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2369 2370 2371 2372

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10010 10000 11111 10111
10010 , 10010 , 10010 , 10000 , 10000
10000 10000 10000 10000 10000
10010 10010 10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2373 2374 2375 2376

10000 10000 10000
11011 10011 10010

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10000 10000 10000
10010 10010 10010

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2377 2378 2379 2380

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10000 11111 10111
10000 , 11111 , 11111 , 10111 , 10111
10000 11111 11111 11111 11111
10010 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2381 2382 2383 2384

10000 10000 10000
10000 11111 11011

, 10111 , 11011 , 11011 ,
11111 11111 11111
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2385 2386 2387 2388

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10101 10000 11111
11011 , 10101 , 10101 , 10101 , 10011
11111 11111 11111 11111 11111
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2389 2390 2391 2392

10000 10000 10000
10011 10000 11111

, 10011 , 10011 , 10001 ,
11111 11111 11111
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

2393 2394 2395 2396

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 10010 10000
10001 , 10001 , 10010 , 10010 , 10010
11111 11111 11111 11111 11111
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2397 2398 2399 2400

10000 10000 10000
11111 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
11111 11111 10111
10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
      
      

       
       
       

      

 



225 

 

2401 2402 2403 2404

10000 10000 10000 10000 10000
10111 10000 11111 10111 10000
11111 , 11111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2405 2406 2407 2408

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10111 10111 10111
10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2409 2410 2411 2412

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 10101 10000
11011 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10111 10111 10111 10111 10111
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2413 2414 2415 2416

10000 10000 10000
11111 10111 10011

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10111 10111 10111
10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

2417 2418 2419 2420

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 10001 10000
10011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10111 10111 10111 10111 10111
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2421 2422 2423 2424

10000 10000 10000
11111 10111 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10111 10111 10111
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2425 2426 2427 2428

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 10000 11111
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 11111
10111 10111 10111 10111 11011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2429 2430 2431 2432

10000 10000 10000
11011 10000 11111

, 11111 , 11111 , 10111 ,
11011 11011 11011
10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

2433 2434 2435 2436

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10000 11111 11011
10111 , 10111 , 10111 , 11011 , 11011
11011 11011 11011 11011 11011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
         2437 2438 2439 2440

10000 10000 10000
10000 11111 11011

, 11011 , 10101 , 10101 ,
11011 11011 11011
10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       

      
 

2441 2442 2443 2444

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10000 11111 11011 10011
10101 , 10101 , 10011 , 10011 , 10011
11011 11011 11011 11011 11011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗ ∗
        
       
       
       
       
         2445 2446 2447 2448

10000 10000 10000
10000 11111 11011

, 10011 , 10001 , 10001 ,
11011 11011 11011
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

2449 2450 2451 2452

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 11011 10010
10001 , 10001 , 10010 , 10010 , 10010
11011 11011 11011 11011 11011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2453 2454 2455 2456

10000 10000 10000
10000 11111 11011

, 10010 , 10000 , 10000 ,
11011 11011 11011
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
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2457 2458 2459 2460

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 10101 10000
10000 , 11111 , 11111 11111 , 11111
11011 10101 10101 10101 10101
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2461 2462 2463 2464

10000 10000 10000
11111 10111 10101

, 10111 , 10111 , 10111
10101 10101 10101
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      

 

2465 2466 2467 2468

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10101 10011 10000
10111 , 11011 , 10011 , 10011 , 10011
10101 10101 10101 10101 10101
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2469 2470 2471 2472

10000 10000 10000
11111 10111 10101

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10101 10101 10101
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2473 2474 2475 2476

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 10111 10101
10001 , 10001 , 10010 , 10010 , 10010
10101 10101 10101 10101 10101
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2477 2478 2479 2480

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10010 , 10010 , 10000 ,
10101 10101 10101
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2481 2482 2483 2484

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10101 10000 11111 10111
10101 , 10101 , 10101 , 11111 , 11111
10101 10101 10101 10011 10011
10000 10000 10000 10000 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2485 2486 2487 2488

10000 10000 10000
11011 10011 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10011 10011 10011

0 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

2489 2490 2491 2492

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10011 10000
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 1000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2493 2494 2495 2496

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10011 10011 10011

0 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

2497 2498 2499 2500

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10000 11111 10111 11011
11011 , 11011 , 10101 , 10101 , 10101
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2501 2502 2503 2504

10000 10000 10000
10101 10011 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10011 10011 10011
10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

2505 2506 2507 2508

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10011 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2509 2510 2511 2512

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10011 10011 10011
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 



227 

 

2513 2514 215 2516

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10000 11111 10111
10001 , 10001 , 10001 , 10010 , 10010
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
        
       
       
         2517 2518 2519 2520

10000 10000 10000
11011 10011 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10011 10011 10011
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      
      

       
       

      

 

2521 2522 2523 2524

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10011
10010 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2525 2526 2527 2528

10000 10000 10000
10000 11111 10111

, 10000 , 11111 , 11111 ,
10011 10001 10001
10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2529 2530 2531 2532

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10101 10011 10001 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2533 2534 2535 2536

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2537 2538 2539 2540

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10011 10001 10000 11111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 11011
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2541 2542 2543 2544

10000 10000 10000
10111 11011 10101

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2545 2546 2547 2548

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10000 11111 10111
11011 , 11011 , 11011 , 10101 , 10101
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2549 2550 2551 2552

10000 10000 10000
11011 10101 10011

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2553 2554 2555 2556

10000 10000 10000 10000 10000
10001 10000 11111 10111 11011
10101 , 10101 , 10011 , 10011 , 10011
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2557 2558 2559 2560

10000 10000 10000
10101 10011 10001

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2561 2562 2563 2564

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10101
10011 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2565 2566 2567 2568

10000 10000 10000
10011 10001 10000

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
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2569 2570 2571 2572

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2573 2574 2575 2576

10000 10000 10000
10001 10000 11111

, 10000 , 10000 , 11111 ,
10001 10001 10010
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
      
      

       
       
       

      
 

2577 2578 2579 2580

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10010 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗ ∗∗
        
       
       
       
       
        2581 2582 2583 2584

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

2585 2586 2587 2588

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10010 10000 11111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 11011 , 11011
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2589 2590 2591 2592

10000 10000 10000
11011 10011 10010

, 11011 , 11011 , 11011
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       
       

 

2593 2594 2595 2596

10000 10000 10000 10000 10000
10000 11111 10111 11011 10101
11011 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2597 2598 2599 2600

10000 10000 10000
10010 10000 11111

, 10101 , 10101 , 10011 ,
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
       

 

2601 2602 2603 2604

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2605 2606 2607 2608

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2609 2610 2611 2612

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10010 10000 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2613 2614 2615 2616

10000 10000 10000
10111 11011 10011

, 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2617 2618 2619 2620

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 11011
10010 , 10010 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        2621 2622 2623 2624

10000 10000 10000
10011 10010 10000

, 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
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2625 2626 2627 2628

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2629 2630 2631 2632

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 11111 , 11111 , 11111 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

2633 2634 2635 2636

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
       
       
       
       
       
        2637 2638 2639 2640

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

2641 2642 2643 2644

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
11011 , 11011 , 11011 , 11011 , 11011
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
         2645 2646 2647 2648

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      

       
       
       
       

      
 

2649 2650 2651 2652

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10101 , 10101 , 10101 , 10101 , 10101
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
       
       
       
       
       
        2653 2654 2655 2656

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10101 , 10101 , 10101 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
       
       
       
       
       
       

 

2657 2658 2659 2660

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2661 2662 2663 2664

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10011 , 10011 , 10011 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2665 2666 2667 2668

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10001
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2669 2670 2671 2672

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2673 2674 2675 2676

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10010 , 10010 , 10010 , 10010 , 10010
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2677 2678 2679 2680

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
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2681 2682 2683 2684

10000 10000 10000 10000 10000
11111 10111 11011 10101 10011
10000 , 10000 , 10000 , 10000 , 10000
10000 10000 10000 10000 10000
10000 10000 10000 10000 10000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗
        
       
       
       
       
        2685 2686 2687 2688

10000 10000 10000
10001 10010 10000

, 10000 , 10000 , 10000 ,
10000 10000 10000
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗∗
      

       
       
       
       
       

 

2689 2690 2691 2692 2

10000 10101 10011 10001 10010
10111 10101 10011 10001 10010
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          693 2694 2695 2696

10000 10111 10101
10000 11111 11111

, 11111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

 

2697 2698 2699 2700 2

10011 10001 10010 10000 10111
11111 11111 11111 11111 10111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          701 2702 2703 2704

10101 10011 10001
10111 10111 10111

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

2705 2706 2707 2708 2

10010 10000 10101 10011 10001
10111 10111 10101 10011 10001
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 10111
10111 10111 10111 10111 10111
11111 11111 11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
         
         
         
         
          709 2710 2711 2712

10010 10000 10101
10010 10000 11111

, 10111 , 10111 , 10101 ,
10111 10111 10111
11111 11111 11111

∗ ∗ ∗ ∗
     
     
     
     
     

2713 2714 2715 2716

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10000 11111 10111
10001 , 10001 , 10001 , 10010 , 10010
10011 10011 10011 10011 10011
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2717 2718 2719 2720

10000 10000 10000
11011 10011 10010

, 10010 , 10010 , 10010 ,
10011 10011 10011
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2721 2722 2723 2724

10000 10000 10000 10000 10000
11011 10101 10011 10001 10000
11111 , 11111 , 11111 , 11111 , 11111
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2725 2726 2727 2728

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10111 , 10111 , 10111 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2729 2730 2731 2732

10000 10000 10000 10000 10000
10101 10011 10001 10000 11111
10111 , 10111 , 10111 , 10111 , 11011
10001 10001 10001 10001 10001
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2733 2734 2735 2736

10000 10000 10000
10111 11011 10101

, 11011 , 11011 , 11011 ,
10001 10001 10001
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2737 2738 2739 2740

10000 10000 10000 10000 10000
10111 11011 10011 10010 10000
10011 , 10011 , 10011 , 10011 , 10011
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2741 2742 2743 2744

10000 10000 10000
11111 10111 11011

, 10001 , 10001 , 10001 ,
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
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2745 2746 2747 2748

10000 10000 10000 10000 10000
10011 10001 10010 10000 11111
10001 , 10001 , 10001 , 10001 , 10010
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2749 2750 2751 2752

10000 10000 10000
10111 11011 10011

, 10010 , 10010 , 10010
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2753 2754 2755 2756

10000 10000 10000 10000 10000
10010 10000 11111 10111 11011
10010 , 10010 , 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010 10010 10010
10000 10000 10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
        
        
       
       
       
         2757 2758 2759 2760

10000 10000 10000
10011 10010 10000

, 10000 , 10000 , 10000
10010 10010 10010
10000 10000 10000

∗ ∗ ∗ ∗
      
      

       
       
       

      
 

2761

10000
11111
11111
10000
10000

∗
 
 
 
 
 
 

 

როგორც ჩანს 583 იდემპოტენტური და 2761 რეგულარული ელემენტია, ე.ი., თეორიული 

და პრაქტიკული გამოთვლები დაემთხვა ერთმანეთს. 
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დამატება 3 

დამატება 3-ში მოცემულია მაგალითი ( )
3

,8Χ∑  კლასის X -ნახევარმესერებით 

განსაზღვრული ( )XB D  ნახევარჯგუფისა, როცა 
7

Z =∅. მოცემულ ნახევარჯგუფში ნაპოვნია 

ყველა იდემპოტენტური და რეგულარული ელემენტები. 

მაგალითი 3. ვთქვათ  { }1,2,3,4X = , მაშინ  { }1,2,3,4D=
⌣

, { }1 2,3,4Z = , { }2 1,3,4Z = , 

{ }3 2,4Z = , { }4 3, 4Z = , { }5 4Z = { }6 3Z = , { }7Z = ∅  მაშინ ( )X
B D  ნახევარჯგუფის 

რეგულარული ელემენტებია: 

 

1 2 3 4 5 6

1111 0000 1111 0000 1111 0111 0000
1111 1111 0000 0000 1111 1111 1111

, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗
             
            
            
            
             7 8

1111
0111

,
0111
1111

∗ ∗
 

  
  
  
  

 

9 10 11 12 13 14

0111 0000 1111 0111 0000 1111 1011
0111 0111 0000 0000 0000 1111 1111

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 1011 1011
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
            
             15 16

0000
1111

,
1011
1111

∗ ∗
  
  
  
  
  

 

17 18 19 20 21 22

1111 1011 0000 1111 1011 0000 1111
1011 1011 1011 0000 0000 0000 1111

, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 0101
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             23 24

0101
1111

, ,
0101
1111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

25 26 27 28 29 30

0000 1111 0101 0000 1111 0101 0000
1111 0101 0101 0101 0000 0000 0000

, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             31 32

1111
1111

, ,
0011
1111

∗ ∗
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33 34 35 36 37 38

0011 0000 1111 0011 0000 1111 0011
1111 1111 0011 0011 0011 0000 0000

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             39 40

0000
0000

, ,
0011
1111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

41 42 43 44 45 46

1111 0001 0000 1111 0001 0000 1111
1111 1111 1111 0001 0001 0001 0000

, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             47 48

0001
0000

, ,
0001
1111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

49 50 51 52 53 54

0000 1111 0010 0000 1111 0010 0000
0000 1111 1111 1111 0010 0010 0010

, , , , , ,
0001 0010 0010 0010 0010 0010 0010
1111 1111 1111 1111 1111 1111 111

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            55 56

1111
0000

, ,
0010

1 1111

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

57 58 59 60 61 62

0010 0000 1111 0000 1111 0000 1111
0000 0000 1111 1111 0000 0000 1111

, , , , , ,
0010 0010 0000 0000 0000 0000 1111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 01

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            63 64

0111
1111

, ,
1111

11 0111

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

65 66 67 68 69 70

0000 1111 0111 0000 1111 0111 0000
1111 0111 0111 0111 0000 0000 0000

, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             71 72

1111
1111

, ,
0111
0111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

73 74 75 76 77 78

0111 0000 1111 0111 0000 1111 0111
1111 1111 0111 0111 0111 0000 0000

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            79 80

0000
0000

, ,
0111
0111

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

81 82 83 84 85 86

1111 0111 1011 0000 1111 0111 1011
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111

, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             87 88

0000
0111

, ,
1011
0111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

89 90 91 92 93 94

1111 0111 1011 0000 1111 0111 1011
1011 1011 1011 1011 0000 0000 0000

, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
            
            
           
             95 96

0000
0000

, ,
1011
0111

∗ ∗
  
  
  

   
  

 

97 98 99 100 101 102

1111 0111 0101 0000 1111 0111 0101
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111

, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
            
           
           
           
            103 104

0000
0111

, ,
0101
0111

∗ ∗
  

   
   
   
   

 

105 106 107 108 109 110

1111 0111 0101 0000 1111 0111 0101
0101 0101 0101 0101 0000 0000 0000

, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0111 0111 0111 0111 0111 0111 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            111 112

0000
0000

, ,
0101

11 0111

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

113 114 115 116 117 118

1111 0111 0011 0000 1111 0111 0011
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0111 0111 0111 0111 0111 0111 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            119 120

0000
0111

, ,
0011

11 0111

∗ ∗
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121 122 123 124 125 126

1111 0111 0011 0000 1111 0111 0011
0011 0011 0011 0011 0000 0000 0000

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0111 0111 0111 0111 0111 0111 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            127 128

0000
0000

, ,
0011

11 0111

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

129 130 131 132 133 134

1111 0111 0001 0000 1111 0111 0001
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111

, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0111 0111 0111 0111 0111 0111 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            135 136

0000
0111

, ,
0001

11 0111

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

137 138 139 140 141 142

1111 0111 0001 0000 1111 0111 0001
0001 0001 0001 0001 0000 0000 0000

, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0111 0111 0111 0111 0111 0111 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            143 144

0000
0000

, ,
0001

11 0111

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

145 146 147 148 149 150

1111 0111 0010 0000 1111 0111 0010
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0010
0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            151 152

0000
0111

, ,
0010

0111 0111

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

153 154 155 156 157 158

1111 0111 0010 0000 1111 0111 0010
0010 0010 0010 0010 0000 0000 0000

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            159 160

0000
0000

, ,
0010 0010
0111 0111

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

161 162 163 164 165 166

1111 0111 0000 1111 0111 0000 1111
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0000

, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 000
0111 0111 0111 0111 0111 0111

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            167 168

0111
0000

, ,
0 0000

0111 0111

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

169 170 171 172 173 174

0000 1111 1011 0000 1111 1011 0000
0000 1111 1111 1111 1011 1011 1011

, , , , , ,
0000 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0111 1011 1011 1011 1011 1011 1

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            175 176

1111
0000

, ,
1111

011 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

177 178 179 180 181 182

1011 0000 1111 0111 1011 0000 1111
0000 0000 1111 1111 1111 1111 0111

, , , , , ,
1111 1111 0111 0111 0111 0111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            183 184

0111
0111

,
0111

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

185 186 187 188 189 190

1011 0000 1111 0111 1011 0000 1111
0111 0111 1011 1011 1011 1011 0000

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            191 192

0111
0000

, ,
0111

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

193 194 195 196 197 198

1011 0000 1111 1011 0000 1111 1011
0000 0000 1111 1111 1111 1011 1011

, , , , , ,
0111 0111 1011 1011 1011 1011 1011
1011 1011 1011 1011 1011 1011

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗
           
           
           
           
            199 200

0000
1011

, ,
1011

1011 1011

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

201 202 203 204 205 206

1011 0101 0000 1111 1011 0101 0000
1011 1011 1011 0101 0101 0101 0101

, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            207 208

1111
0000

, ,
0101

11 1011

∗ ∗
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209 210 211 212 213 214

1011 0101 0000 1111 1011 0011 0000
0000 0000 0000 1111 1111 1111 1111

, , , , , ,
0101 0101 0101 0011 0011 0011 0011
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            215 216

1111
1011

, ,
0011

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

217 218 219 220 221 222

1011 0011 0000 1111 1011 0011 0000
1011 1011 1011 0011 0011 0011 0011

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            223 224

1111
0000

,
0011

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

225 226 227 228 229 230

1011 0011 0000 1111 1011 0001 0000
0000 0000 0000 1111 1111 1111 1111

, , , , , ,
0011 0011 0011 0001 0001 0001 0001
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            231 232

1111
1011

,
0001

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

233 234 235 236 237 238

1011 0001 0000 1111 1011 0001 0000
1011 1011 1011 0001 0001 0001 0001

, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            239 240

1111
0000

,
0001

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

241 242 243 244 245 246

1011 0001 0000 1111 1011 0010 0000
0000 0000 0000 1111 1111 1111 1111

, , , , , ,
0001 0001 0001 0010 0010 0010 0010
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            247 248

1111
1011

, ,
0010

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

249 250 251 252 253 254

1011 0010 0000 1111 1011 0010 0000
1011 1011 1011 0010 0010 0010 0010

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0010
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            255 256

1111
0000

, ,
0010

11 1011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

257 258 259 260 261 262

1011 0010 0000 1111 1011 0000 1011
0000 0000 0000 1111 1111 1111 0000

, , , , , ,
0010 0010 0010 0000 0000 0000 1
1011 1011 1011 1011 1011 1011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            263 264

1011
1011

, ,
011 0000

1011 1011

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

265 266 267 268 269 270

0000 0000 1011 0000 0010 1011 0000
1011 0010 0000 0000 0010 0010 0000

, , , , , ,
0000 0010 0000 0000 0010 0010
1011 1011 1011 1011 1011 1011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            271 272

1011
1111

, ,
1011 0010
1011 1011

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

273 274 275 276 277 278

0010 0000 1011 1111 0101 0000 1111
1111 1111 1011 0101 0101 0101 0000

, , , , , ,
0010 0010 0010 1111 1111 1111
1011 1011 1011 0101 0101 0101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            279 280

0101
0000

, ,
1111 1111
0101 0101

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

281 282 283 284 285 286

0000 0000 0111 0010 0000 1111 0111
0000 1011 1111 1011 1111 0111 0111

, , , , , ,
1111 0010 0111 0010 0111 0111 011
0101 1011 0101 1011 0101 0101

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            287 288

0101
0111

, ,
1 0111

0101 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

289 290 291 292 293 294

0000 1111 0111 0101 0000 1111 0111
0111 0101 0101 0101 0101 0000 0000

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0
0101 0101 0101 0101 0101 0101

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            295 296

0101
0000

, ,
111 0111

0101 0101

∗∗ ∗∗
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297 298 299 300 301 302

0000 1111 1011 0101 0000 1111 1011
0000 1111 1111 1111 1111 1011 1011

, , , , , ,
0111 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            303 304

0101
1011

, ,
1011

101 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

305 306 307 308 309 310

0000 1111 1011 0101 0000 1111 1011
1011 0101 0101 0101 0101 0000 0000

, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            311 312

0101
0000

, ,
1011

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

313 314 315 316 317 318

0000 1111 0111 0101 0000 1111 0111
0000 1111 1111 1111 1111 0111 0111

, , , , , ,
1011 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            319 320

0101
0111

, ,
0101

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

321 322 323 324 325 326

0000 1111 0111 0101 0000 1111 0111
0111 0101 0101 0101 0101 0000 0000

, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01
0101 0101 0101 0101 0101 0101

∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
           
           
            327 328

0101
0000

, ,
01 0101

0101 0101

∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

329 330 331 332 333 334

0000 1111 0111 0101 0011 0000 1111
0000 1111 1111 1111 1111 1111 0111

, , , , , ,
0101 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            335 336

0111
0111

, ,
0011

101 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

337 338 339 340 341 342

0101 0011 0000 1111 0111 0101 0011
0111 0111 0111 0101 0101 0101 0101

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            343 344

0000
0101

,
0011

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

345 346 347 348 349 350

1111 0111 0101 0011 0000 1111 0111
0011 0011 0011 0011 0011 0000 0000

, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            351 352

0101
0000

,
0011

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

353 354 355 356 357 358

0011 0000 1111 0111 0101 0001 0000
0000 0000 1111 1111 1111 1111 1111

, , , , , ,
0011 0011 0001 0001 0001 0001 0001
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            359 360

1111
0111

, ,
0001

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

361 362 363 364 365 366

0111 0101 0001 0000 1111 0111 0101
0111 0111 0111 0111 0101 0101 0101

, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            367 368

0001
0101

, ,
0001

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

369 370 371 372 373 374

0101 0001 0000 1111 0111 0101 0010
0000 0000 0000 1111 1111 1111 1111

, , , , , ,
0001 0001 0001 0010 0010 0010 0010
0101 0101 0101 0101 0101 0101 01

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            375 376

0000
1111

,
0010

01 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

377 378 379 380 381 382

1111 0111 0101 0010 0000 1111 0111
0111 0111 0111 0111 0111 0101 0101

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0010
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
           
           
            383 384

0101
0101

, ,
0010

101 0101

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 



237 

 

385 386 387 388 389 390

0010 0000 1111 0111 0101 0010 0000
0101 0101 0010 0010 0010 0010 0010

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0010
0101 0101 0101 0101 0101 0101

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            391 392

1111
0000

, ,
0010

0101 0101

∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

393 394 395 396 397 398

0111 0101 0010 0000 1111 0111 0101
0000 0000 0000 0000 1111 1111 1111

, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0000 0000 00
0101 0101 0101 0101 0101 0101

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            399 400

0000
1111

, ,
00 0000

0101 0101

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

401 402 403 404 405 406

1111 0111 0101 0000 1111 0111 0101
0111 0111 0111 0111 0101 0101 0101

, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
           
           
            407 408

0000
0101

, ,
0000

101 0101

∗∗ ∗∗
   
   
   
   
   

 

409 410 411 412 413 414

1111 0101 0000 1111 0011 0000 1111
0000 0000 0000 1111 1111 1111 0111

, , , , , ,
0000 0000 0000 1111 1111 1111 111
0101 0101 0101 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            415 416

0111
0111

, ,
1 1111

0011 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

417 418 419 420 421 422

0011 0000 1111 1011 0011 0000 1111
0111 0111 1011 1011 1011 1011 0011

, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            423 424

0011
0011

, ,
1111

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

425 426 427 428 429 430

0000 1111 0011 0000 1111 0111 0011
0011 0000 0000 0000 1111 1111 1111

, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            431 432

0000
1111

, ,
0111

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

433 434 435 436 437 438

1111 0111 0011 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            439 440

0011
1011

, ,
0111

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

441 442 443 444 445 446

0000 1111 0111 0011 0000 1111 0111
1011 0011 0011 0011 0011 0000 0000

, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            447 448

0011
0000

, ,
0111

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

449 450 451 452 453 454

0000 1111 1011 0011 0000 1111 0111
0000 1111 1111 1111 1111 0111 0111

, , , , , ,
0111 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            455 456

1011
0111

, ,
1011

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

457 458 459 460 461 462

0000 0011 0000 1111 1011 0011 0000
0000 0111 0111 1011 1011 1011 1011

, , , , , ,
0111 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
           
           
            463 464

1111
0011

, ,
1011

11 0011

∗ ∗
   
   
   
   
   

 

465 466 467 468 469 470

1011 0011 0000 1111 1011 0011 0000
0011 0011 0011 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            471 472

1111
1111, ,
0101

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 



238 

 

473 474 475 476 477 478

0111 0101 0011 0000 1111 0111 0101
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            479 480

0011
0111, ,
0101

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

481 482 483 484 485 486

0000 1111 0111 1011 0101 0011 0000
0111 1011 1011 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            487 488

1111
0101, ,
0101

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

489 490 491 492 493 494

0111 0101 0011 0000 1111 0111 0101
0101 0101 0101 0101 0011 0011 0011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            495 496

0011
0011, ,
0101

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

497 498 499 500 501 502

0000 1111 0111 0101 0011 0000 1111
0011 0000 0000 0000 0000 0000 1111, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0011
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            503 504

0111
1111, ,
0011

11 0011

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

505 506 507 508 509 510

1011 0011 0000 1111 0111 1011 0011
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            511 512

0000
0111, ,

0011 0011
0011 0011

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

513 514 515 516 517 518

1111 0111 1011 0011 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0011 0011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0011
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            519 520

1011
0011, ,
0011

0011 0011

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

521 522 523 524 525 526

0011 0000 1111 0111 1011 0011 0000
0011 0011 0000 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            527 528

1111
1111, ,

011 0001
0011 0011

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

529 530 531 532 533 534

0111 1011 0011 0001 0000 1111 0111
1111 1111 1111 1111 1111 0111 0111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            535 536

1011
0111, ,
0001

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

537 538 539 540 541 542

0011 0001 0000 1111 0111 1011 0011
0111 0111 0111 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0011 0011 0011 0011 0011 0011 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            543 544

0001
1011, ,
0001

11 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

545 546 547 548 549 550

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0000
1011 1111 0011 1111 0011 0011 0011, , , , , ,
0001 0010 0001 0010 0001 0001 0001
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            551 552

1111
0001, ,
0001

0011 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

553 554 555 556 557 558

0111 0011 0010 0001 0000 1111 0111
0001 1111 1111 0001 0001 0000 0000, , , , , ,
0001 0010 0010 0001 0001 0001 0001
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            559 560

1011
0000, ,
0001

0011 0011

∗ ∗
   
   
      
   

 

561 562 563 564 565 566

0000 1111 0111 1011 0011 0010 0000
1111 0111 0111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            567 568

1111
1011, ,

0010 0010
0011 0011

∗∗ ∗
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569 570 571 572 573 574

0111 1011 0011 0010 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0011 0011, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0010
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            575 576

1011
0011, ,
0010

0011 0011

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

577 578 579 580 581 582

0011 0010 0000 1111 0111 0000 0011
0011 0011 0011 0010 0010 0010 0010, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            583 584

0010
0010, ,

0010 0010
0011 0011

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

585 586 587 588 589 590

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
0000 0000 0000 0000 0000 0000 1111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            591 592

0111
1111, ,

000 0000
0011 0011

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

593 594 595 596 597 598

1011 0011 0000 1111 0111 1011 0011
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            599 600

0000
0111, ,

0000 0000
0011 0011

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

601 602 603 604 605 606

1111 0111 1011 0011 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0011 0011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            607 608

1011
0011, ,
0000

0011 0011

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

609 610 611 612 613 614

0011 0000 1111 0111 1011 0011 0000
0011 0011 0000 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0
0011 0011 0011 0011 0011 0011

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            615 616

1111
1111, ,

000 1111
0011 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

617 618 619 620 621 622

0001 0000 1111 0111 0001 0000 1111
1111 1111 0111 0111 0111 0111 1011, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            623 624

1011
1011, ,
1111

0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

625 626 627 628 629 630

0001 0000 1111 0101 0001 0000 1111
1011 1011 0101 0101 0101 0101 0011, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 11
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            631 632

0011
0011, ,

11 1111
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

633 634 635 636 637 638

0001 0000 1111 0001 0000 1111 0001
0011 0011 0001 0001 0001 0000 0000, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 11
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            639 640

0000
0000, ,

11 1111
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

641 642 643 644 645 646

1111 0111 0001 0000 1111 0111 0001
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            647 648

0000
0111, ,
0111

0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

649 650 651 652 653 654

1111 0111 1011 0001 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0101 0101, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            655 656

0101
0101, ,
0111

001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

657 658 659 660 661 662

0001 0000 1111 0111 0011 0001 0000
0101 0101 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            663 664

1111
0001, ,
0111

0001 0001

∗ ∗∗
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665 666 667 668 669 670

0111 0001 0000 1111 0111 0001 0000
0001 0001 0001 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            671 672

1111
1111, ,

0111 1011
0001 0001

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

673 674 675 676 677 678

1011 0001 0000 1111 0111 1011 0001
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 101
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            679 680

0000
0111, ,

1 1011
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

681 682 683 684 685 686

1111 1011 0001 0000 1111 1011 0101
1011 1011 1011 1011 0101 0101 0101, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 10
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            687 688

0001
0101, ,

11 1011
0001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

689 690 691 692 693 694

0000 1111 1011 0011 0001 0000 1111
0101 0011 0011 0011 0011 0011 0001, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            695 696

1011
0001, ,
1011

001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

697 698 699 700 701 702

0001 0000 1111 1011 0001 0000 1111
0001 0001 0000 0000 0000 0000 1111, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 01
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            703 704

0111
1111, ,

01 0101
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

705 706 707 708 709 710

0101 0001 0000 1111 0111 0101 0001
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0001 0001 0001 0001 0001 0001 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            711 712

0000
0111, ,
0101

01 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

713 714 715 716 717 718

1111 1011 0101 0001 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0101 0101, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            719 720

0101
0101, ,
0101

001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

721 722 723 724 725 726

0001 0000 1111 0111 0101 0011 0001
0101 0101 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            727 728

0000
0011, ,
0101

0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

729 730 731 732 733 734

1111 0111 0101 0001 0000 1111 0111
0001 0001 0001 0001 0001 0000 0000, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0101
0001 0001 0001 0001 0001 0001 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            735 736

0101
0000, ,
0101

01 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

737 738 739 740 741 742

0001 0000 1111 0111 1011 0011 0001
0000 0000 1111 1111 1111 1111 1111, , , , , ,
0101 0101 0011 0011 0011 0011 001
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            743 744

0000
1111, ,

1 0011
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

745 746 747 748 749 750

1111 0111 1011 0011 0001 0000 1111
0111 0111 0111 0111 0111 0111 1011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            751 752

0111
1011, ,

0011 0011
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

753 754 755 756 757 758

1011 0011 0001 0000 1111 0111 1011
1011 1011 1011 1011 0101 0101 0101, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 001
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            759 760

0101
0101, ,

1 0011
0001 0001

∗∗ ∗∗
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761 762 763 764 765 766

0011 0001 0000 1111 0111 1011 0011
0101 0101 0101 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            767 768

0001
0011, ,

011 0011
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

769 770 771 772 773 774

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0000
0011 0001 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            775 776

1111
0000, ,

011 0011
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

777 778 779 780 781 782

0111 1011 0011 0001 0000 1111 0111
0000 0000 0000 0000 0000 1111 1111, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0001 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            783 784

1011
1111,

001 0001
0001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

785 786 787 788 789 790

0101 0011 0001 0000 1111 0111 1011
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            791 792

0101
0111, ,

001 0001
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

793 794 795 796 797 798

0011 0001 0000 1111 0111 1011 0101
0111 0111 0111 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            799 800

0011
1011, ,

1 0001
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

801 802 803 804 805 806

0001 0000 1111 0111 1011 0101 0011
1011 1011 0101 0101 0101 0101 0101, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            807 808

0001
0101, ,
0001

0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

809 810 811 812 813 814

0000 1111 0111 1011 0101 0011 0001
0101 0011 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            815 816

0000
0011, ,
0001

001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

817 818 819 820 821 822

1111 0111 1011 0101 0011 0001 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            823 824

1111
0000, ,

1 0001
0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

825 826 827 828 829 830

0111 1011 0101 0011 0001 0000 1111
0000 0000 0000 0000 0000 0000 1111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001 001
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            831 832

0111
1111, ,

0 0010
0001 0001

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

833 834 835 836 837 838

1011 0011 0001 0010 0000 1111 0111
1111 1111 1111 1111 1111 0111 0111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            839 840

1011
0111, ,

0010 0010
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

841 842 843 844 845 846

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            847 848

0011
1011, ,

10 0010
0001 0001

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

849 850 851 852 853 854

0001 0010 0000 1111 0111 1011 0101
1011 1011 1011 0101 0101 0101 0101, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 001
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            855 856

0011
0101, ,

0 0010
0001 0001

∗∗ ∗∗
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857 858 859 860 861 862

0001 0010 0000 1111 0111 1011 0011
0101 0101 0101 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            863 864

0001
0011, ,

010 0010
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

865 866 867 868 869 870

0010 0000 1111 0111 1011 0011 0001
0011 0011 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            871 872

0010
0001, ,

010 0010
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

873 874 875 876 877 878

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0010
0001 0010 0010 0010 0010 0010 0010, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            879 880

0000
0010, ,

010 0010
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

881 882 883 884 885 886

1111 0111 1011 0011 0001 0010 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            887 888

1111
1111, ,

10 0000
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

889 890 891 892 893 894

0111 1011 0101 0011 0001 0000 1111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 0111, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            895 896

0111
0111, ,

0 0000
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

897 898 899 900 901 902

1011 0101 0011 0001 0000 1111 0111
0111 0111 0111 0111 0111 1011 1011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            903 904

1011
1011, ,
0000

0001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

905 906 907 908 909 910

0101 0011 0001 0000 1111 0111 1011
1011 1011 1011 1011 0101 0101 0101, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            911 912

0101
0101, ,
0000

001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

913 914 915 916 917 918

0011 0001 0000 1111 0111 1011 0101
0101 0101 0101 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            919 920

0011
0011, ,
0000

0001 0001

∗ ∗
   
   
      
   

 

921 922 923 924 925 926

0001 0000 1111 0111 1011 0101 0011
0011 0011 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            927 928

0001
0001, ,
0000

0001 0001

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

929 930 931 932 933 934

0000 1111 0111 1011 0101 0011 0001
0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000 000
0001 0001 0001 0001 0001 0001

∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            935 936

0000
0000, ,

0 0000
0001 0001

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

937 938 939 940 941 942

1111 0010 0000 1111 0111 0010 0000
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            943 944

1111
1011, ,
1111

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

945 946 947 948 949 950

1011 0010 0000 1111 0011 0010 0000
1011 1011 1011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            951 952

1111
0010, ,
1111

10 0010

∗ ∗
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953 954 955 956 957 958

0010 0000 1111 0010 0000 1111 0111
0010 0010 0000 0000 0000 1111 1111, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 0111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            959 960

0010
1111, ,
0111

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

961 962 963 964 965 966

0000 1111 0111 0010 0000 1111 0111
1111 0111 0111 0111 0111 1011 1011, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            967 968

1011
1011, ,
0111

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

969 970 971 972 973 974

0010 0000 1111 0111 0011 0010 0000
1011 1011 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            975 976

1111
0010, ,
0111

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

977 978 979 980 981 982

0111 0010 0000 1111 0111 0010 0000
0010 0010 0010 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            983 984

1111
1111, ,
1011

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

985 986 987 988 989 990

1011 0010 0000 1111 0111 1011 0010
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            991 992

0000
0111, ,
1011

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

993 994 995 996 997 998

1111 1011 0010 0000 1111 1011 0011
1011 1011 1011 1011 0011 0011 0011, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011
0010 0010 0010 0010 0010 0010 00

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            999 1000

0010
0011, ,
1011

10 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1001 1002 1003 1004 1005 1006

0000 1111 1011 0010 0000 1111 1011
0011 0010 0010 0010 0010 0000 0000, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1007 1008

0010
0000, ,

1011 1011
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1009 1010 1011 1012 1013 1014

0000 1111 0111 0101 0010 0000 1111
0000 1111 1111 1111 1111 1111 0111, , , , , ,
1011 0101 0101 0101 0101 0101
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1015 1016

0111
0111, ,

0101 0101
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1017 1018 1019 1020 1021 1022

0101 0010 0000 1111 0111 1011 0101
0111 0111 0111 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1023 1024

0010
1011, ,

0101 0101
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1025 1026 1027 1028 1029 1030

0000 1111 0111 0101 0010 0000 1111
1011 0101 0101 0101 0101 0101 0010, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1031 1032

0111
0010, ,

0101 0101
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1033 1034 1035 1036 1037 1038

0101 0010 0000 1111 0111 0101 0010
0010 0010 0010 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1039 1040

0000
0000, ,

0101 0101
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1041 1042 1043 1044 1045 1046

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 0111, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1047 1048

0111
0111, ,

0011 0011
0010 0010

∗ ∗
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1049 1050 1051 1052 1053 1054

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1055 1056

0011
1011, ,

0011 0011
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1057 1058 1059 1060 1061 1062

0010 0000 1111 0111 1011 0011 0010
1011 1011 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1063 1064

0000
0011, ,

0011 0011
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1065 1066 1067 1068 1069 1070

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0000, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1071 1072

0111
0000, ,

0011 0011
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1073 1074 1075 1076 1077 1078

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0000 0000 0000 0000 1111 1111 1111, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1079 1080

0011
1111, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1081 1082 1083 1084 1085 1086

0001 0010 0000 1111 0111 1011 0011
1111 1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1087 1088

0001
0111, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1089 1090 1091 1092 1093 1094

0010 0000 1111 0111 1011 0011 0001
0111 0111 1011 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1095 1096

0010
1011, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1097 1098 1099 1100 1101 1102

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0010
1011 0011 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1103 1104

0000
0011, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1105 1106 1107 1108 1109 1110

1111 0111 1011 0011 0001 0010 0000
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1111 1112

1111
0010, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1113 1114 1115 1116 1117 1118

0111 1011 0011 0001 0010 0000 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0000, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1119 1120

1011
0000, ,

0001 0001
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1121 1122 1123 1124 1125 1126

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0000 0000 0000 0000 1111 1111 111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0010 0010
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1127 1128

0011
1 1111, ,

0010 0010
0010 0010

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1129 1130 1131 1132 1133 1134

0010 0000 1111 0111 1011 0011 001
1111 1111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1135 1136

0 0000
0111 0111, ,
0010 0010
0010 0010

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1137 1138 1139 1140 1141 1142

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
1011 1011 1011 1011 1011 1011 001, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1143 1144

0111
1 0011, ,

0010 0010
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 



245 

 

1145 1146 1147 1148 1149 1150

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0011 0011 0011 0011 0010 0010 001, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1151 1152

0011
0 0010, ,

0010 0010
0010 0010

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1153 1154 1155 1156 1157 1158

0010 0000 1111 0111 1011 0011 0010
0010 0010 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1159 1160

0000
0000 0000, ,
0010 0010
0010 0010

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1161 1162 1163 1164 1165 1166

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
1111 1111 1111 1111 1111 1111 0111, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1167 1168

0111
0111, ,

0000 0000
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1169 1170 1171 1172 1173 1174

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1175 1176

0011
1011, ,

0000 0000
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1177 1178 1179 1180 1181 1182

0010 0000 1111 0111 1011 0011 0010
1011 1011 0011 0011 0011 0011 0011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1183 1184

0000
0011, ,

0000 0000
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1185 1186 1187 1188 1189 1190

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010 0000, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1191 1192

0111
0000, ,

0000 0000
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1193 1194 1195 1196 1197 1198

1011 0011 0010 0000 1111 0000 1111
0000 0000 0000 0000 1111 1111 01, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 1111 1111
0010 0010 0010 0010 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1199 1200

0111
11 0111, ,

1111 1111
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1201 1202 1203 1204 1205 1206

0000 1111 1011 0000 1111 0101 0000
0111 1011 1011 1011 0101 0101 01, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1207 1208

1111
01 0011, ,

1111 1111
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1209 1210 1211 1212 1213 1214

0011 0000 1111 0001 0000 1111 0010
0011 0011 0001 0001 0001 0010 0010, , , , , ,
1111 1111 1111 1111 1111 1111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1214 1216

0000
0010, ,

1111 1111
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1217 1218 1219 1220 1221 1222

1111 0000 1111 0111 0000 1111 0111
0000 0000 1111 1111 1111 0111 0, , , , , ,
1111 1111 0111 0111 0111 0111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            1223 1224

0000
111 0111, ,

0111 0111
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1225 1226 1227 1228 1229 1230

1111 0111 1011 0000 1111 0111 0101
1011 1011 1011 1011 0101 0101 010, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1231 1232

0000
1 0101, ,

0111 0111
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1233 1234 1235 1236 1237 1238

1111 0111 0011 0000 1111 0111 0001
0011 0011 0011 0011 0001 0001 0001, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1239 1240

0000
0001, ,

0111 0111
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 



246 

 

1241 1242 1243 1244 1245 1246

1111 0111 0010 0000 1111 0111 0000
0010 0010 0010 0010 0000 0000 00, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1247 1248

1111
00 1111, ,

0111 1011
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1249 1250 1251 1252 1253 1254

1011 0000 1111 0111 1011 0000 1111
1111 1111 0111 0111 0111 0111 10, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1255 1256

1011
11 1011, ,

1011 1011
0000 0000

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1257 1258 1259 1260 1261 1262

0000 1111 1011 0101 0000 1111 1011
1011 0101 0101 0101 0101 0011 0, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1263 1264

0011
011 0011, ,

1011 1011
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1265 1266 1267 1268 1269 1270

0000 1111 1011 0001 0000 1111 1011
0011 0001 0001 0001 0001 0010 0010, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 1011 1011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1271 1272

0010
0010, ,

1011 1011
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1273 1274 1275 1276 1277 1278

0000 1111 1011 0000 1111 0111 0101
0010 0000 0000 0000 1111 1111 11, , , , , ,
1011 1011 1011 1011 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1279 1280

0000
11 1111, ,

0101 0101
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1281 1282 1283 1284 1285 1286

1111 0111 0101 0000 1111 1011 0101
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1287 1288

0000
1011, ,

0101 0101
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1289 1290 1291 1292 1293 1294

1111 0111 0101 0000 1111 0111 0101
0101 0101 0101 0101 0011 0011 0, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1295 1296

0011
011 0011, ,

0101 0101
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1297 1298 1299 1300 1301 1302

0000 1111 0111 0101 0001 0000 1111
0011 0001 0001 0001 0001 0001 0010, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1303 1304

0111
0010, ,

0101 0101
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1305 1306 1307 1308 1309 1310

0101 0010 0000 1111 0111 0101 0000
0010 0010 0010 0000 0000 0000 0000, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1311 1312

1111
1111, ,

0101 0011
0000 0000

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1313 1314 1315 1316 1317 1318

0111 1011 0011 0000 1111 0111 101
1111 1111 1111 1111 0111 0111, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1319 1320

1 0011
0111 0111, ,
0011 0011
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1321 1322 1323 1324 1325 1326

0000 1111 0111 1011 0011 0000 1111
0111 1011 1011 1011 1011 1011 01, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1327 1328

0111
01 0101, ,

0011 0011
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1329 1330 1331 1332 1333 1334

1011 0101 0011 0000 1111 0111 101
0101 0101 0101 0101 0011 0011, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1335 1336

1 0011
0011 0011, ,
0011 0011
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 



247 

 

1337 1338 1339 1340 1341 1342

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0000
0011 0001 0001 0001 0001 0001 000, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1343 1344

1111
1 0010, ,

0011 0011
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1345 1346 1347 1348 1349 1350

0111 1011 0011 0010 0000 1111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0000 000, , , , , ,
0011 0011 0011 0011 0011 0011
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            1351 1352

1011
0 0000, ,

0011 0011
0000 0000

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1353 1354 1355 1356 1357 1358

0011 0000 1111 0111 1011 0101 0011
0000 0000 1111 1111 1111 1111 11, , , , , ,
0011 0011 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1359 1360

0001
11 1111, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1361 1362 1363 1364 1365 1366

0000 1111 0111 1011 0101 0011 0001
1111 0111 0111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1367 1368

0000
0111, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1369 1370 1371 1372 1373 1374

1111 0111 1011 0101 0011 0001 0000
1011 1011 1011 1011 1011 1011 1011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1375 1376

1111
0101, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1377 1378 1379 1380 1381 1382

0111 1011 0101 0011 0001 0000 1111
0101 0101 0101 0101 0101 0101 0011, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1383 1384

0111
0011, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1385 1386 1387 1388 1389 1390

1011 0101 0011 0001 0000 1111 0111
0011 0011 0011 0011 0011 0001 0001, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1391 1392

1011
0001, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1393 1394 1395 1396 1397 1398

0101 0011 0001 0000 1111 0111 1011
0001 0001 0001 0001 0010 0010 0010, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1399 1400

0101
0010, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1401 1402 1403 1404 1405 1406

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0010 0010 0010 0010 0000 0000 0000, , , , , ,
0001 0001 0001 0001 0001 0001
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1407 1408

0101
0000, ,

0001 0001
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1409 1410 1411 1412 1413 1414

0011 0001 0000 1111 0111 1011 0011
0000 0000 0000 1111 1111 1111 11, , , , , ,
0001 0001 0001 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            1415 1416

0010
11 1111, ,

0010 0010
0000 0000

∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1417 1418 1419 1420 1421 1422

0000 1111 0111 1011 0011 0010 000
1111 0111 0111 0111 0111 0111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            1423 1424

0 1111
0111 1011, ,
0010 0010
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1425 1426 1427 1428 1429 1430

0111 1011 0011 0010 0000 1111 0111
1011 1011 1011 1011 1011 0101 01, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
            1431 1432

1011
01 0101, ,

0010 0010
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 



248 

 

1433 1434 1435 1436 1437 1438

0101 0010 0000 1111 0111 1011 0011
0101 0101 0101 0011 0011 0011 0, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1439 1440

0010
011 0011, ,

0010 0010
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1441 1442 1443 1444 1445 1446

0000 1111 0111 1011 0011 0001 0010
0011 0001 0001 0001 0001 0001 0001, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1447 1448

0000
0001, ,

0010 0010
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1449 1450 1451 1452 1453 1454

1111 0111 1011 0011 0010 0000 1111
0010 0010 0010 0010 0010 0010, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0010 0010
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1455 1456

0111
0000 0000, ,
0010 0010
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1457 1458 1459 1460 1461 1462

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0000 0000 0000 0000 1111 1111, , , , , ,
0010 0010 0010 0010 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1463 1464

0101
1111 1111, ,
0000 0000
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1465 1466 1467 1468 1469 1470

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
1111 1111 1111 1111 0111 0111 0, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗
           
           
                      
            1471 1472

0101
111 0111, ,

0000 0000
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1473 1474 1475 1476 1477 1478

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 101, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1479 1480

0101
1 1011, ,

0000 0000
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

 

1481 1482 1483 1484 1485 1486

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
1011 1011 1011 1011 0101 0101 010, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1487 1488

0101
1 0101, ,

0000 0000
0000 0000

∗∗ ∗∗
   
   
      
   

 

1489 1490 1491 1492 1493 1494

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0101 0101 0101 0101 0011 0011 001, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1495 1496

0101
1 0011, ,

0000 0000
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1497 1498 1499 1500 1501 1502

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0011 0011 0011 0011 0001 0001 0001, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1503 1504

0101
0001, ,

0000 0000
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1505 1506 1507 1508 1509 1510

1011 0011 0010 0000 1111 0111 1011
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1511 1512

0011
1011, ,

0000 0000
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

1513 1514 1515 1516 1517 1518

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0001 0001 0001 0001 0010 0010 0010, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1519 1520

0101
0010, ,

0000 0000
0000 0000

∗ ∗
   
   
      
   

 

1521 1522 1523 1524 1525 1526

1111 0111 0101 0000 1111 1011 0101
0111 0111 0111 0111 1011 1011 1011, , , , , ,
0101 0101 0101 0101 0101 0101
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1527 1528

0000
1011, ,

0101 0101
0000 0000

∗ ∗
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1529 1530 1531 1532 1533 1534

0011 0001 0010 0000 1111 0111 1011
0010 0010 0010 0010 0000 0000 000, , , , , ,
0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗
           
           
                      
            1535 1536

0101
0 0000, ,

0000 0000
0000 0000

∗∗ ∗
   
   
      
   

 

1537 1538 1539 1540 1541 1542

0000 1111 0111 0010 0000 1111 0111
1111 0111 0111 0111 0111 1011 1011, , , , , ,
0111 0111 0111 0111 0111 0111
0010 0010 0010 0010 0010 0010

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
           
           
                      
            1543 1544

1011
1011, ,

0111 0111
0010 0010

∗ ∗
   
   
      
   

 

 

1545 1546 1547 1548 1549 1550

1111 0111 0011 0001 0010 0000
0111 0111 0000 0000 0000 0000, , , , ,
0101 0101 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000 0000

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
           
           
                      
           

 

 

როგორც ჩანს 448 იდემპოტენტური და 1550 რეგულარული ელემენტია, ე.ი., თეორიული 

და პრაქტიკული გამოთვლები დაემთხვა ერთმანეთს. 
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